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ΠΔΡΙΛΗΦΗ 
 
Ζ εξγαζία απηή αζρνιείηαη κε ηελ κειέηε ησλ ζεκειησδώλ ηδηνηήησλ ησλ 
νινθιεξσηηθώλ εμηζώζεσλ Hallèn (Hallèn Equation-HE) θαη Pocklington 
(Pocklington Equation-PE) θαζώο θαη κε ηε κειέηε ηεο  γξακκηθήο θεξαίαο 
ηξνθνδνηνύκελεο ζην θέληξν ηεο. Ζ θεξαία απηή κπνξεί λα ζεσξεζεί σο ν 
ζεκειηώδεο ηύπνο θεξαίαο εθπνκπήο. Ζ θεξαία πξνζεγγίδεηαη από έλα ζεσξεηηθό 
κνληέιν πνπ νλνκάδεηαη «ζσιελνεηδέο δίπνιν». Πξόθεηηαη γηα έλαλ ηέιεηα αγώγηκν 
κεηαιιηθό ζσιήλα κε απείξσο ιεπηά ηνηρώκαηα, κε ην ζεκείν ηξνθνδνζίαο αθξηβώο 
ζην θέληξν ηνπ. Βαζηθόο ζθνπόο ηεο κειέηεο απηήο, είλαη ν πξνζδηνξηζκόο ηεο 
ξεπκαηηθήο θαηαλνκήο θαηά κήθνο ηεο θεξαίαο, θαη επνκέλσο ηεο ζπλζέηνπ 
αγσγηκόηεηαο εηζόδνπ απηήο. Με ηελ βνήζεηα ησλ θπκαηηθώλ εμηζώζεσλ θαη 
εμηζώζεσλ Maxwell, γίλνληαη ε εμαγσγή ηεο νινθιεξσηηθό-δηαθνξηθήο εμίζσζεο 
ηνπ Pocklington θαη θαηόπηλ ηεο νινθιεξσηηθήο εμίζσζεο ηνπ Hallèn, γηα ηνλ αθξηβή 
ππξήλα.  Υξεζηκνπνηνύληαη δύν κνληεινπνηήζεηο γηα ηελ ηξνθνδνζία ηεο θεξαίαο: ε 
γελλήηξηα δέιηα-ζπλάξηεζεο (delta function generator - DFG) θαη ε γελλήηξηα 
καγλεηηθώλ θξνζζώλ (frill generator - FG). 
Οη αξηζκεηηθέο κέζνδνη γηα ηελ επίιπζε ειεθηξνκαγλεηηθώλ πξνβιεκάησλ 
απνηεινύλ ηελ πιένλ δηαδεδνκέλε κέζνδν, ε νπνία ρξεζηκνπνηείηαη ηηο ηειεπηαίεο 
δεθαεηίεο θπξίσο ιόγσ ησλ ηζρπξώλ επεμεξγαζηώλ θαη ησλ θαηλνύξγησλ ινγηζκηθώλ 
ησλ ππνινγηζηώλ. Δπίζεο ζηελ εξγαζία απηή πξνζπαζνύκε λα πξνζεγγίζνπκε έλαλ 
γξήγνξν θαη απνδνηηθό αιγόξηζκν γηα ηελ επίιπζε ησλ νινθιεξσηηθώλ εμηζώζεσλ 
ηνπ Hallèn θαη ηνπ Pocklington, ζρεηηθά κε ηελ θαηαλνκή ηνπ ξεύκαηνο ζηελ 
πεπεξαζκέλνπ κεγέζνπο γξακκηθή πνιύ ιεπηή θεξαία.  
΢ηελ πξνζπάζεηα καο απηή ρξεζηκνπνηνύκε ηε  κέζνδν ησλ ξνπώλ (Method 
of Moments-MOM) ε νπνία απνηειεί κηα ηζρπξή αξηζκεηηθή ηερληθή ζηελ επίιπζε 
νινθιεξσηηθώλ εμηζώζεσλ. ΢πγθεθξηκέλα ρξεζηκνπνηνύκε δύν δηαθνξεηηθέο 
κεζόδνπο ξνπώλ: ηελ κέζνδν Galerkin κε παικηθέο ζπλαξηήζεηο (Galerkin method 
pulse functions - GMPF) θαη ηελ ηερληθή ζεκεηαθήο ηζόηεηαο κε ηξηγσληθέο 
ζπλαξηήζεηο (point-matching triangular functions - PMTF). ΢ηνπο αξηζκεηηθνύο 
ππνινγηζκνύο, ρξεζηκνπνηνύκε ηνλ βειηησκέλν ηύπν γηα ηελ ζηαζεξά C ηνπ δεμηνύ 
κέινπο ηεο εμίζσζεο  Hallén, ν νπνίνο έρεη πξνηαζεί από ηνλ θύξην Φηθηώξε [1], έηζη 
ώζηε ε αξηζκεηηθή καο ιύζε λα ζπγθιίλεη ηαρύηεξα. Ζ ζύγθιηζε γίλεηαη αθόκε 
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ηαρύηεξε, όηαλ ζηα απνηειέζκαηά καο εθαξκόζνπκε ζπγθεθξηκέλεο κεζόδνπο 
επηηάρπλζεο ζύγθιηζεο (convergence acceleration methods - CAM), νη νπνίεο έρνπλ 
πξνηαζεί από ηνλ θύξην Φηθηώξε [2]. Αθόκε ρξεζηκνπνηήζακε ηε ηαρεία πνιππνιηθή 
κέζνδν (Fast Multipole Method-FMM) ε νπνία απνηειεί κηα καζεκαηηθή ηερληθή γηα 
ηελ επηηάρπλζε ηεο επίιπζεο.  
Αθνινύζσο, απηέο νη ηερληθέο εθαξκόδνληαη ζηηο νινθιεξσηηθέο εμηζώζεηο 
Hallèn θαη Pocklington(ΖΔ θαη PE) γηα ιεπηή θεξαία εθπνκπήο, ε νπνία 
ηξνθνδνηείηαη είηε από ην κνληέιν ηεο Γελλήηξηαο Πεπεξαζκέλνπ Γηαθέλνπ – ΓΠΓ 
(Finite Gap Generator-FGG) είηε από ην κνληέιν ηεο Γελλήηξηαο Γέιηα ΢πλάξηεζεο 
– ΓΓ΢ (Delta Gap Generator-DFG) κε ζηόρν ηνλ πξνζδηνξηζκό ηεο θαηαλνκήο ηνπ 
ξεύκαηνο θαηά κήθνο ηεο θεξαίαο. 
Σέινο ζηελ εξγαζία απηή ζα ππάξρεη έλα ηκήκα ζρεηηθά κε ηελ 
επηιπζηκόηεηα  θαη ηε κε-επηιπζηκόηεηα ησλ νινθιεξσηηθώλ εμηζώζεσλ Hallèn θαη 
Pocklington αληίζηνηρα, θαζώο θαη ζύγθξηζε κεηαμύ ησλ απνηειεζκάησλ, 
ρξεζηκνπνηώληαο ηηο αλσηέξσ κεζόδνπο επίιπζεο. Σα ζπγθξηηηθά απνηειέζκαηα 
θαίλνληαη ζε αληίζηνηρα γξαθήκαηα. 
 
 
 
 
 
Λέμεηο-θιεηδηά: Καηαλνκή ξεύκαηνο, γξακκηθή θεξαία, νινθιεξσηηθή εμίζσζε 
Hallèn, νινθιεξσηηθή εμίζσζε Pocklington, αθξηβήο ππξήλαο, κέζνδνο Galerkin,  
DFG, FG, κέζνδνη ξνπώλ, ηαρεία πνιππνιηθή κέζνδνο  (FMM), κέζνδνη επηηάρπλζεο 
ζύγθιηζεο (CAM) 
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ABSTRACT 
 
This diploma thesis deals with the study of the fundamental properties of 
Hallèn’s (HE) and Pocklington’s (PE) equations as long as with the linear, center-
driven antenna, which can be considered to be the most fundamental type of 
transmitting antenna. The antenna is approached by studying a theoretical model 
called "tubular dipole". This is a perfectly conducting metallic tube with infinitely 
thin walls, whose feed point is right at the center. The main purpose of this study is to 
compute the current distribution along the antenna, and therefore  its input admittance. 
Using the wave equations and Maxwell’s equations, we derive Pocklington’s integral 
equation and then Hallèn’s  integral equation, for case of the exact kernel. We use two 
models for the feed of the antenna: the delta-function generator (DFG) and the frill 
generator (FG).  
 Numerical techniques in solving electromagnetics problems are the most 
common methods which are used during the last decades, especially due to the 
powerful processors and the new softwares of the computers. In this thesis, it is 
attempted to approach a fast efficient algorithm for solving the famous Hallèn and 
Pocklington  integral equations, regarding the current distribution on a finite-length 
linear thin wire antenna. 
In order to approach this aim we use a powerful numerical technique which is 
the Method of Moments (MOM) in order to solve integral equations. More 
specifically we use two different moment methods: the Galerkin method with pulse 
functions (GMPF) and the point-matching technique with triangular functions 
(PMTF). In numerical calculations, we use the improved formula for the constant C 
on the right-hand side of this equation, which has been introduced by Dr. Fikioris [1], 
so that our numerical solution converges faster. The convergence becomes even faster 
when we apply certain convergence acceleration methods (CAM) to our numerical 
results. These methods have been introduced by Dr. Fikioris [2] some years ago. 
Moreover we used the Fast Multipole Method (FMM) which is a mathematical 
technique that fastens the solution. 
Afterward, this technique will be applied on Hallèn and Pocklington’s integral 
equations (HE and PE) for a transmitting thin wire antenna which is energized either 
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by the model of Finite Gap Generator-FGG or by the model of Delta-Function 
Generator (DFG) in order to find current distribution along the antenna. 
Finally, in this thesis there would be a part concerning the solvability and non-
solvability of Hallèn and Pocklington integral equations and also there is going to be 
comparison between the results that we derive using each of the aforementioned 
solution methods. The comparison results are shown in the respective charts. 
 
 
 
 
 
Key-words: Current distribution, thin wire antenna, Hallén’s integral equation, 
Pocklington’s integral equation, exact kernel, Galerkin method, DFG, FG, Method of 
Moments (MOM), Fast Multipole Method (FMM), convergence acceleration method 
(CAM)  
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ΕΥΧΑΡΙΣΤΙΕΣ 
 
 ΢ην ζεκείν απηό ζα ήζεια από καπδιάρ να εςσαπιζηήζω ηον επιβλέπονηα 
καθηγηηή μος κύπιο Γεώπγιο Φικιώπη πνπ κε εκπηζηεύηεθε γηα ηελ εξγαζία κνπ 
απηή, ελώ ππήξμε ζεκαληηθόηαηνο αξσγόο κε ηηο πνιύηηκεο γλώζεηο ηνπ ζε 
νπνηνδήπνηε πξόβιεκα αληηκεηώπηζα. Ζ ζπκπαξάζηαζε θαη ε θαζνδήγεζε ηνπ 
ππήξμε θαζνξηζηηθή.  
Δπίζεο ζέισ λα επραξηζηήζσ ηνλ απόθνηην δηδάθηνξα ηνπ ηκήκαηόο καο 
Ησάλλε Σαζηζόγινπ, ν νπνίνο κνπ πξνζέθεξε ζεκαληηθόηαηεο ζπκβνπιέο, θαζώο θαη 
γηα ην ρξόλν πνπ εθείλνο δηέζεζε παξά ην θόξην εξγαζίαο ηνπ κε ζθνπό ηελ άξηηα 
εθπόλεζε ηεο παξνύζαο δηπισκαηηθήο εξγαζίαο. Ζ ελ γέλεη ζπλεξγαζία καο θαζ’ όιε 
ηε δηάξθεηα ηεο κειέηεο απηήο ήηαλ άςνγε θαη επνηθνδνκεηηθή. 
Δπηπξόζζεηα έλα κεγάιν επραξηζηώ νθείισ ζηελ νηθνγέλεηα κνπ γηα ηελ 
εζηθή ζπκπαξάζηαζε θαη ππνζηήξημε πνπ κνπ παξείρε όια ηα ρξόληα ησλ ζπνπδώλ 
κνπ. Σέινο ζέισ λα επραξηζηήζσ θαη ην θίιν, ζπκθνηηεηή θαη ζπλάδειθν πιένλ 
Μηράιε Καξνηζηέξε. 
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 1 
 
 
ΔΙ΢ΑΓΧΓΗ 
 
 
1.1  Υπολογιςτικόσ  Ηλεκτρομαγνητιςμόσ 
 
Μηα επξεία θαηεγνξία ησλ ειεθηξνκαγλεηηθώλ πξνβιεκάησλ ζθέδαζεο 
κπνξεί λα εθθξαζηεί σο έλα αλαπόζπαζην ζύζηεκα δύν εμηζώζεσλ. Απηνύ ηνπ 
είδνπο ε νινθιεξσηηθή εμίζσζε, πνπ εκθαλίδεηαη ζε πξνβιήκαηα ζπλνξηαθώλ ηηκώλ, 
όπνπ ππάξρεη κία εμίζσζε γηα κηα ζπγθεθξηκέλε πεξηνρή θαη αθόκε κηα γηα ηo δηπιό 
ηνκέα, είλαη ζύλεζεο ζε πξνβιήκαηα πεξίζιαζεο. Ηδηαίηεξε πξνζνρή έρεη δνζεί από 
πνιινύο εξεπλεηέο ζηνλ ηνκέα ηεο νπηηθήο, ηεο αθνπζηηθήο, ηεο ζθέδαζεο ειαζηηθώλ 
θπκάησλ, ησλ επηηαρπληώλ θαζώο θαη ζηελ ζεσξία ησλ θεξαηώλ. Οη Σερληθέο Wiener-
Hopf καο έρνπλ δώζεη ηε δπλαηόηεηα λα ιύζνπκε ηέηνηνπ είδνπο νινθιεξσηηθέο 
εμηζώζεηο, όπνπ νη δύν πεξηνρέο είλαη γεηηνληθέο θαη εκη-άπεηξεο. Γπζηπρώο νη 
ηερληθέο Wiener-Hopf  δελ εθαξκόδνληαη, αλ κία από ηηο πεξηνρέο είλαη πεπεξαζκέλε, 
όπσο γηα παξάδεηγκα ζηελ πεξίπησζε ησλ πξαγκαηηθώλ ζθεδαζηώλ, όπσο νη ίξηδεο, 
νη θεξαίεο, θαη νη ζσιήλεο νιίζζεζεο ζε επηηαρπληέο. Μηα γεληθή κέζνδνο γηα ηελ 
επίιπζε ηέηνησλ δηπιώλ αλαπόζπαζησλ εμηζώζεσλ ζπδεηείηαη θαη εθαξκόδεηαη ζε 
κηα ζπγθεθξηκέλε πεξίπησζε όπνπ εκθαλίδεηαη ε εμίζσζε Hallén θπιηλδξηθήο 
θεξαίαο. Σν 1897 ν Pocklington [3] παξνπζίαζε κία κνλνδηάζηαηε νινθιεξσηηθν-
δηαθνξηθή εμίζσζε γηα ην ξεύκα. Ο Hallén κε ζθνπό λα πξνζδηνξίζεη επαθξηβώο ην 
ξεύκα ηεο θεξαίαο [2], αξθεηά ρξόληα αξγόηεξα, απέδεημε όηη ην ξεύκα θαηά κήθνο 
κηαο ιεπηήο γξακκηθήο θεξαίαο ηθαλνπνηεί κία νινθιεξσηηθή εμίζσζε ηύπνπ 
Fredholm πξώηνπ είδνπο. Ζ πξώηε εξγαζία ηνπ ζρεηηθά κε ην ζέκα απηό πεγαίλεη 
πηζαλώο πίζσ ην 1938. Απηή ηνπ ε εμίζσζε, επέηξεςε λα δείμνπκε όηη ζε ιεπηό 
ζύξκα ην ηξέρνλ ξεύκα θαηαλνκήο είλαη πεξίπνπ εκηηνλνεηδέο θαη δηαδίδεηαη ζρεδόλ 
κε ηελ ηαρύηεηα ηνπ θσηόο. 
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Γεληθά ζηνλ ειεθηξνκαγλεηηζκό ππάξρνπλ δύν βαζηθέο κέζνδνη γηα ηελ επίιπζε 
ησλ πξνβιεκάησλ. Ζ πξώηε είλαη ε δεκηνπξγία κηαο ζπγθεθξηκέλεο ππνινγηζηηθήο 
κεζόδνπ γηα θάπνην ζπγθεθξηκέλν πξόβιεκα, όπνπ ρξεζηκνπνηνύκε όια ηα δεδνκέλα 
ηνπ πξνβιήκαηνο πξνθεηκέλνπ λα ην απινπνηήζνπκε θαη ελ ζπλερεία ιύλνπκε ην 
απινπνηεκέλν πξόβιεκα θαη θαηαιήγνπκε πηζαλόηαηα ζε θάπνην απνηέιεζκα πνιύ 
θνληά ζην πξαγκαηηθό.  Ζ δεύηεξε κέζνδνο  αθνξά ηε δεκηνπξγία γεληθώλ ιύζεσλ νη 
νπνίεο θαιύπηνπλ έλα κεγάιν εύξνο πξνβιεκάησλ, αιιά όρη αλαγθαζηηθά ην δηθό 
καο ζπγθεθξηκέλν πξόβιεκα ή θάπνην άιιν εηδηθά ζρεδηαζκέλν πξόβιεκα, ή πνιύ 
πηζαλόλ λα κελ είλαη ηόζν ζπγθεθξηκέλα απνηειεζκαηηθή.  
Οη αξηζκεηηθέο κέζνδνη επίιπζεο ησλ νινθιεξσηηθώλ εμηζώζεσλ, σο γεληθέο 
ιύζεηο ειεθηξνκαγλεηηθώλ πξνβιεκάησλ, βαζίδνληαη ζηνλ θαηακεξηζκό ηεο 
πεξηνρήο ελδηαθεξόλησλ καο ζε κηθξόηεξα κέξε κε νιόηδηα γεσκεηξηθά ζρήκαηα.  
Ύζηεξα, αθνύ δηαηππώζνπκε θαη εθαξκόζνπκε ηε κέζνδν καο ρσξηζηά ζε θάζε 
κέξνο, ζην ηέινο όηαλ ηα μαλαζπλζέζνπκε από ηνλ αξρηθό καο δηακεξηζκό, 
ιακβάλνπκε ηε ζπλνιηθή ιύζε ηνπ αξρηθνύ καο πξνβιήκαηνο. ΢πλήζσο ζε 
πξνβιήκαηα ειεθηξνκαγλεηηθώλ πεδίσλ, νη επηζπκεηέο παξάκεηξνη ηηο νπνίεο 
αλαδεηνύκε είλαη άιινηε ηελ επηθαλεηαθή ή ηελ ρσξηθή ππθλόηεηα θνξηίνπ, άιινηε 
ηελ επηθαλεηαθή ή ηελ ρσξηθή ππθλόηεηα ξεύκαηνο θαη άιινηε ηνλ πξνζδηνξηζκό ηνπ 
ειεθηξνκαγλεηηθνύ πεδίνπ. Άιιεο παξάκεηξνη ηνπ πξνβιήκαηνο όπσο ε 
ρσξεηηθόηεηα, ε αληίζηαζε εηζόδνπ, ην δηάγξακκα αθηηλνβνιίαο, νη απώιεηεο, ε 
ζπρλόηεηα απνθνπήο, θ.ιπ., δύλαηαη λα βξεζνύλ από απηά. 
 Ζ θπξηόηεξε θαη βαζηθόηεξε δηαηύπσζε από όιεο ηηο αξηζκεηηθέο θαη 
ππνινγηζηηθέο κεζόδνπο ζηα ειεθηξνκαγλεηηθά πεδία, είλαη απηή ησλ εμηζώζεσλ ηνπ 
Maxwell. ΢ηηο πεξηζζόηεξεο ησλ πεξηπηώζεσλ ρξεζηκνπνηώληαο νινθιεξσηηθέο 
εμηζώζεηο εμαγόκελεο από ηηο αξρηθέο εμηζώζεηο ηνπ Maxwell θαη δηακεξίδνληαο ηελ 
πεξηνρή ηνπ νινθιεξώκαηνο ζε κηθξόηεξα κέιε κε παξόκνηα γεσκεηξηθά ζρήκαηα, 
κεηαηξέπνπκε ηηο νινθιεξσηηθέο εμηζώζεηο ζε εμηζώζεηο πηλάθσλ, νη νπνίεο δύλαληαη 
λα επηιπζνύλ επθνιόηεξα, εηδηθά κε ηε ρξήζε ππνινγηζηηθώλ αιγνξίζκσλ.  
 Δπνκέλσο, ην πξώην βήκα ζηελ επίιπζε ειεθηξνκαγλεηηθώλ πξνβιεκάησλ 
κε ηε κέζνδν ησλ ξνπώλ είλαη ε δηαηύπσζε ηνπ πξνβιήκαηνο ζε όξνπο 
νινθιεξσηηθώλ εμηζώζεσλ. Γεληθά δηαηππώλνληαο θαλείο ειεθηξνκαγλεηηθά 
πξνβιήκαηα ζπλαληάεη ηξεηο ηύπνπο νινθιεξσηηθώλ εμηζώζεσλ: 1) Οινθιεξσηηθέο 
εμηζώζεηο καγλεηηθνύ πεδίνπ (magnetic field integral equation - MFIE), 2) 
Οινθιεξσηηθέο εμηζώζεηο ειεθηξηθνύ πεδίνπ (magnetic field integral equation - 
14 
 
CFIE) θαη 3) Οινθιεξσηηθέο εμηζώζεηο ειεθηξνκαγλεηηθνύ πεδίνπ (compound field 
integral equation – CFIE). Καη νη ηξεηο ηύπνη ησλ αλσηέξσ νινθιεξσηηθώλ 
εμηζώζεσλ πξνέξρνληαη ελ δπλάκεη από ηηο εμηζώζεηο ηνπ Maxwell. Μεηά ηε 
δηαηύπσζε ηνπ πξνβιήκαηνο, εθηεινύκε ζπάζηκν ηεο πεξηνρήο ηνπ αληηθεηκέλνπ πνπ 
καο ελδηαθέξεη ζε κηθξόηεξεο, παξάιιεια δε  δηαθξηηνπνηνύκε ηε ζρεηηδόκελε 
νινθιεξσηηθή εμίζσζε. Απηό ην ιεγόκελν «Meshing», εθαξκόδεηαη κε 
δηαθνξεηηθνύο ηξόπνπο αλάινγα ην πξόβιεκα θαη ηα δεδνκέλα. Δπηιέγννπκε ηνλ 
θάζε ηξόπν, αλάινγα θπξίσο από ηνλ ηύπν ηνπ αληηθεηκέλνπ θαζώο θαη από ην 
γεσκεηξηθό ηνπ ζρήκα.  
Πξνθαλώο,  νη αξηζκεηηθέο ιύζεηο, ζε αληίζεζε κε ηηο αλαιπηηθέο ζε 
πξνβιήκαηα ειεθηξνκαγλεηηζκνύ θαη εηδηθά εθείλεο ζηηο νπνίεο ν αξηζκόο ησλ 
αγλώζησλ είλαη κεγάινο, καο σζνύλ αλαγθαζηηθά ζηε ρξήζε ηνπ ειεθηξνληθνύ  
ππνινγηζηή θαη ζηα αληίζηνηρα πξνγξάκκαηα γηα ηελ επίιπζε ησλ δύζθνισλ 
καζεκαηηθώλ. ΢ε απηή ηελ εξγαζία, ην MATLAB σο έλα ηζρπξό καζεκαηηθό 
πξόγξακκα ζα ρξεζηκνπνηεζεί γηα ηνλ ππνινγηζκό ησλ επηζπκεηώλ αγλώζησλ θαη 
γηα ηελ απεηθόληζε ησλ αληίζηνηρσλ γξαθηθώλ παξαζηάζεσλ. 
 
 
1.2  Δθαξκνζκέλεο  Αξηζκεηηθέο  Μέζνδνη  
 
΢ηα πεξηζζόηεξα εθ ησλ πξνβιεκάησλ ησλ ειεθηξνκαγλεηηθώλ πεδίσλ, 
αξρηθά ππνινγίδνπκε  ηε ρσξηθή ππθλόηεηα ή ηελ ππθλόηεηα ξεύκαηνο θαη ύζηεξα 
ππνινγίδνπκε ην ειεθηξνκαγλεηηθό πεδίν, όκσο νξηζκέλεο - ζπαληόηεξα - θνξέο 
πξνηεξαηόηεηα δίλνπκε ζηελ εύξεζε ηνπ πεδίνπ πξώηα. Γηα παξάδεηγκα ζηε κέζνδν 
ησλ πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ (Finite Element Method) πξώηα ππνινγίδνπκε ην 
ειεθηξνκαγλεηηθό πεδίν θαη ύζηεξα εμάγνπκε ηηο ππόινηπεο παξακέηξνπο, ελώ ζηε 
κέζνδν ησλ ξνπώλ αξρηθά ππνινγίδνπκε ηε ππθλόηεηα ξεύκαηνο ή ηνπ θνξηίνπ θαη 
ελ ζπλερεία όια ηα ππόινηπα. Θα κειεηήζνπκε ηελ θαηαλνκή ξεύκαηνο ζε κηα 
γξακκηθή θεξαία ηξνθνδνηνύκελε ζην θέληξν ηεο. Ζ θεξαία απηή κπνξεί λα 
ζεσξεζεί σο ν ζεκειηώδεο ηύπνο θεξαίαο εθπνκπήο θαη πξνζεγγίδεηαη από έλα 
ζεσξεηηθό κνληέιν πνπ νλνκάδεηαη «ζσιελνεηδέο δίπνιν». 
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΢ε επόκελν θεθάιαην, αθνύ εηζάγνπκε ηελ κέζνδν ησλ ξνπώλ ζα επηιύζνπκε 
δύν ζπγθεθξηκέλα ειεθηξνκαγλεηηθά πξνβιήκαηα, απηά ηεο νινθιεξσηηθήο 
εμίζσζεο ηνπ Hallèn θαη ηνπ Pocklington. Γηα ηελ επίιπζε ησλ δύν απηώλ 
νινθιεξσηηθώλ εμηζώζεσλ ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε δύν δηαθνξεηηθέο θιάζεηο  ηεο 
κεζόδνπ ησλ ξνπώλ, νη νπνίεο όπσο πξναλαθέξακε ζηελ πεξίιεςε είλαη ε κέζνδνο  
Galerkin κε παικηθέο ζπλαξηήζεηο (Galerkin method pulse functions – GMPF) θαη ε 
ηερληθή ηεο ζεκεηαθήο ηζόηεηαο κε ηξηγσληθέο ζπλαξηήζεηο (point-matching 
triangular functions – PTMF). Δλ ζπλερεία ζα ζπγθξίλνπκε ηα απνηειέζκαηα θαη κε 
γξαθηθέο παξαζηάζεηο, ελώ νη θώδηθεο παξαηίζεληαη ζε Matlab ζην ηέινο ηεο 
εξγαζίαο. 
 
 
1.3 Βειηηζηνπνίεζε ηεο ιύζεο 
 
Με ζηόρν ηνλ ηαρύηεξν ππνινγηζκό ησλ απνηειεζκάησλ καο, ζα 
ρξεζηκνπνηήζνπκε ηνλ αιγόξηζκν ηεο ηαρείαο πνιππνιηθήο κεζόδνπ (Fast Multipole 
Method-FMM). Απηόο ν ηξόπνο επίιπζεο δύλαηαη λα επηηαρύλεη ηνλ ππνινγηζκό ησλ 
αξηζκεηηθώλ πξάμεσλ, όπσο ην εμσηεξηθό γηλόκελν πηλάθσλ, θαζώο θαη ηελ επίιπζε 
γξακκηθνύ ζπζηήκαηνο ην νπνίν πξνθύπηεη ζην πξόβιεκά καο όηαλ εθαξκόζνπκε 
ηελ κέζνδν Galerkin ή θάπνηα παξόκνηα αξηζκεηηθή κέζνδν. Σν απνηέιεζκα ηεο 
ρξήζε ηεο FMM είλαη πσο θεξδίδνπκε ζε ρξόλν, κλήκε θαη πνιππινθόηεηα 
ππνινγηζκώλ. Σαρύηεξα απνηειέζκαηα ιακβάλνπκε αθόκα όηαλ εθαξκόδνπκε 
ζπγθεθξηκέλεο κεζόδνπο επηηάρπλζεο ζύγθιηζεο  (convergence  acceleration  
methods  -  CAM) νη νπνίεο έρνπλ πξνηαζεί από ηνλ θύξην Φηθηώξε [2] θαη καο 
δίλνπλ επίζεο βέιηηζηα απνηειέζκαηα κε εμνηθνλόκεζε ρξόλνπ θαη κλήκεο. 
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1.4 ΢θνπόο ηεο εξγαζίαο 
 
 ΢ηόρνο καο είλαη ε επίιπζε ηεο ρξνληθά αξκνληθήο νινθιεξσηηθήο εμίζσζεο 
ηνπ Hallèn θαη ηνπ Pocklington εθαξκόδνληαο ηε κέζνδν Galerkin (πνπ απνηειεί 
ηύπν ηεο κεζόδνπ ησλ ξνπώλ) αιιά θαη ε εύξεζε ηεο θαηαλνκήο ηνπ ξεύκαηνο θαηά 
κήθνο ηεο γξακκηθήο θεξαίαο. Αθνινύζσο βειηηζηνπνηώληαο ηελ ιύζε καο κε ηε 
ρξήζε ηνπ αιγνξίζκνπ FMM  επηηπγράλνπκε ηε κείσζε ηεο πνιππινθόηεηαο από 
ΝxΝ ζε ΝlogN. Σέινο, ελώ ζηελ πξαγκαηηθόηεηα ππάξρνπλ δηάθνξνη ηύπνη δνκώλ, 
ζηηο νπνίεο ρξεζηκνπνηνύληαη απνκνλσηηθά πιηθά, όπσο ηα δηειεθηξηθά, ε αλάιπζε 
ειεθηξνκαγλεηηθώλ  πξνβιεκάησλ ζε αληίζηνηρεο δνκέο, απαηηεί ηε ρξήζε κηαο 
άιιεο ηάμεο θαη θόξκνπιαο ηεο κεζόδνπ ησλ ξνπώλ, ηελ νπνία θαη δελ ζα 
αλαιύζνπκε ζηελ παξνύζα εξγαζία.  
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 2 
 
 
ΠΡΟ΢ΓΙΟΡΙ΢ΜΟ΢  ΡΔΤΜΑΣΟ΢  ΢Δ  ΓΡΑΜΜΙΚΗ 
ΚΔΡΑΙΑ ΜΔ΢Χ ΟΛΟΚΛΗΡΧΣΙΚΧΝ ΔΞΙ΢Χ΢ΔΧΝ 
 
 
2.1 ΚΤΜΑΣΗΚΔ΢ ΔΞΗ΢Ω΢ΔΗ΢ – ΔΞΗ΢Ω΢ΔΗ΢ MAXWELL 
 
Ζ Θεσξία ησλ θεξαηώλ βαζίδεηαη θπξίσο ζηηο εμηζώζεηο ηνπ Maxwell νη νπνίεο είλαη:  
   ⃗⃗  = ξ                                                          (2.1) 
   ⃗ = 0                          (2.2)         
     ⃗ =   
  ⃗⃗ 
  
                         (2.3) 
    ⃗⃗ =     + 
  ⃗⃗ 
  
                         (2.4) 
    =   
  
  
                           (2.5) 
όπνπ Β ε καγλεηηθή επαγσγή θαη H ε έληαζε ηνπ καγλεηηθνύ πεδίνπ, ελώ D είλαη ε 
δηειεθηξηθή κεηαηόπηζε. Οη πεγέο ησλ πεδίσλ πνπ δεκηνπξγνύληαη είλαη αθ’ ελόο ε 
ρσξηθή ππθλόηεηα θνξηίνπ ξ θαη αθ’ εηέξνπ ε ρσξηθή ππθλόηεηα ξεύκαηνο    κε 
ρξνληθή εμάξηεζε. 
Σα αλσηέξσ ειεθηξνκαγλεηηθά κεγέζε πνπ δηαζπλδένληαη κέζσ ησλ 
αλσηέξσ εμηζώζεσλ είλαη δηαλπζκαηηθέο θαη βαζκσηέο ζπλαξηήζεηο ηνπ ρξόλνπ θαη 
ηνπ ρώξνπ. Ζ αλάιπζε ησλ ειεθηξνκαγλεηηθώλ πεδίσλ δηεπθνιύλεηαη κέζσ 
νξηζκέλσλ ζπλαξηήζεσλ νη νπνίεο είλαη γλσζηέο θαη σο ζπλαξηήζεηο δπλακηθνύ.   
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Από ηελ (2.2) κπνξνύκε λα εθθξάζνπκε ηε καγλεηηθή επαγσγή  ⃗  σο 
πεξηζηξνθή κηαο βνεζεηηθήο δηαλπζκαηηθήο ζπλάξηεζεο  ⃗  πνπ νλνκάδνπκε 
διανςζμαηικό δςναμικό. Θα είλαη δειαδή : 
 ⃗ =      ⃗                                (2.6) 
H (1.3) από ηελ (1.6) γίλεηαη: 
      ⃗  
  ⃗⃗ 
  
) = 0                            (2.7) 
Παξαηεξνύκε ηώξα πσο ε δηαλπζκαηηθή ζπλάξηεζε  ⃗  
  ⃗⃗ 
  
 έρεη κεδεληθή 
πεξηζηξνθή γηα θάζε ζεκείν ηνπ ρώξνπ θαη επνκέλσο κπνξεί λα εθθξαζζεί σο θιίζε 
κηαο βαζκσηήο ζπλάξηεζεο θ ε νπνία νλνκάδεηαη βαζκσηό δπλακηθό.  
Έηζη ε έληαζε ηνπ ειεθηξηθνύ πεδίνπ  ⃗  εθθξάδεηαη ηώξα κε ηε βνήζεηα 
ζπλαξηήζεσλ δπλακηθνύ ππό ηε κνξθή : 
 ⃗ =     
  ⃗⃗ 
  
                               (2.8) 
΢ε έλα νκνγελέο ηζνηξνπηθό κέζν ηζρύεη : 
 ⃗⃗ =ε ⃗                     (2.9) 
 ⃗ =κ ⃗⃗                    (2.10) 
όπνπ ε θαη κ δηειεθηξηθή ζηαζεξά θαη ε καγλεηηθή δηαπεξαηόηεηα ηνπ κέζνπ 
αληίζηνηρα. Δπηζηξέθνληαο ζηηο εμηζώζεηο ηνπ Maxwell παίξλνπκε ηηο αθόινπζεο 
ζρέζεηο (2.12) θαη (2.13) πνπ ζπλδένπλ ηηο δύν πξναλαθεξζείζεο ζπλαξηήζεηο 
δπλακηθνύ: 
Από (2.1) έρνπκε : 
    ⃗⃗  = ξ            ==>   
    ε ⃗  = ξ           ==>   
    ⃗   =  
 
 
                   (2.11) 
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Από (2.8) ηώξα παίξλνπκε: 
  ⃗  =       
  ⃗⃗ 
  
   ε νπνία ηώξα ιόγσ ηεο (2.11) γίλεηαη :  
      
  ⃗⃗ 
  
 = - 
 
 
                     (2.12) 
Από (2.4) κέζσ ηεο (2.6), ηεο (2.10) ζα έρνπκε : 
    ⃗⃗ =     + 
  ⃗⃗ 
  
         ==> 
     ⃗ = κ    +κ 
  ⃗⃗ 
  
       ==>  
         ⃗ = κ    +κε[  
  
  
 
   ⃗⃗  
  
      ==>            
         ⃗ = κ    +κε[  
  
  
 
   ⃗⃗  
  
      ==> 
 (   ⃗ )     ⃗  = κ   κε  
  
  
    
   ⃗⃗  
  
              (2.13) 
΢ηηο ζρέζεηο (2.12) θαη (2.13) εάλ ρξεζηκνπνηήζνπκε ηε ζπλζήθε Lorentz 
(  ⃗  =   
  ⃗⃗⃗ 
  
), παίξλνπκε : 
      
  ⃗⃗⃗ 
  
 = - 
 
 
                (2.14) 
   ⃗    
   ⃗⃗  
  
 =   κ                  (2.15) 
Οη αλσηέξσ δύν εμηζώζεηο (2.14) θαη (2.15) έρνπλ σο ιύζεηο θπκαηηθέο 
ζπλαξηήζεηο. Δλδεηθηηθά θαη θπξίσο γηα ιόγνπο θπζηθήο εξκελείαο, εμεηάδεηαη ε 
απιή πεξίπησζε ρώξνπ ρσξίο πεγέο. Σόηε ε (2.14) γξάθεηαη: 
    
  
  
    
  
= 0                 (2.16) 
όπνπ c ε ηαρύηεηα ηνπ θσηόο ζην κέζν δηάδνζεο. Ζ πιένλ απιή πεξίπησζε γηα ηε 
ιύζε ηεο εμίζσζεο (2.16) πξνθύπηεη όηαλ ην βαζκσηό δπλακηθό θ είλαη ζπλάξηεζε 
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κίαο κόλν ρσξηθήο κεηαβιεηήο, δειαδή θ=θ(z,t). ΢ηελ πεξίπησζε απηή ε γεληθή 
ιύζε ηεο (2.16) είλαη ηεο κνξθήο: 
 θ(z,t) = f(t-z/c)+g(t+z/c)                (2.17) 
όπνπ νη f,g είλαη δηπιά δηαθνξίζεκεο ζπλαξηήζεηο. Ζ ζπλάξηεζε f(t-z/c) είλαη 
θπκαηηθή ζπλάξηεζε ε νπνία αληηπξνζσπεύεη νδεύνλ θύκα, θαηά ηε ζεηηθή θνξά ηνπ 
άμνλα z, ελώ ε g(t+z/c) αληηπξνζσπεύεη θύκα ην νπνίν νδεύεη θαηά ηελ αξλεηηθή 
θνξά ηνπ άμνλα z. 
 Οη γεληθέο ιύζεηο ησλ δύν αλσηέξσ εμηζώζεσλ (2.14) θαη (2.15) πξνθύπηνπλ 
ππό ηε κνξθή ρσξηθώλ νινθιεξσκάησλ ζε πιήξε αληηζηνηρία κε ηηο ιύζεηο ησλ 
εμηζώζεσλ Poisson πνπ πξνθύπηνπλ από ηηο (2.14) θαη (2.15) ζηε ζηαηηθή πεξίπησζε 
( / t=0). Θα είλαη [5]: 
θ(x,y,z,t) = 
 
   
 ∫
 
  
             
 
 
                   (2.18) 
 ⃗  (x,y,z,t) = 
 
  
 ∫
 
  
              
 
 
                    (2.19) 
Όπνπ  R = √                          ε απόζηαζε κεηαμύ ηνπ ζεκείνπ 
 =   ⃗+  ⃗ +   όπνπ ππνινγίδεηαη ην δπλακηθό θαη ηνπ ζεκείνπ   =    ⃗+   ⃗ +     πνπ 
θαζνξίδεη ηε ζέζε ηνπ ζηνηρεηώδνπο όγθνπ dV’ = dx’dy’dz’. 
΢ηε ζπλέρεηα ε αλάιπζε ζα πεξηνξηζζεί ζηελ πεξίπησζε πεγώλ θαη πεδίσλ 
πνπ κεηαβάιινληαη εκηηνλνεηδώο κε ην ρξόλν. Ο πεξηνξηζκόο απηόο δηεπθνιύλεη 
ηδηαίηεξα ηελ αλάιπζε ησλ δηαθόξσλ ειεθηξνκαγλεηηθώλ πξνβιεκάησλ κέζσ ηεο 
εηζαγσγήο θαζηζεηώλ, δειαδή ζεκεηαθώλ ζπλαξηήζεσλ νη νπνίεο είλαη αλεμάξηεηεο 
από ηνλ ρξόλν. Ζ ζρέζε πνπ πηνζεηείηαη γηα ηε ζύλδεζε ηνπ θαζηζέηε Ζ ελόο 
κεγέζνπο (πνπ ζα ζπκβνιίδεηαη κε θεθαιαίν) θαη ηεο αληίζηνηρεο ζηηγκηαίαο ηηκήο 
h(t) είλαη:  
h(x,y,z,t) = Re{H(x,y,z,t)e
jσt
}               (2.20) 
όπνπ σ=2πf ε θπθιηθή ζπρλόηεηα ηνπ εκηηνλνεηδνύο κεγέζνπο.  
΢ε απηό ην ζεκείν ζα ζεσξήζνπκε πσο ε θεξαία καο βξίζθεηαη ζην θελό θαη 
νπόηε ζα ηζρύνπλ νη ζρέζεηο : 
 ⃗ =     ⃗⃗   όπνπ Β ε καγλεηηθή επαγσγή θαη Ζ  ε  έληαζε ηνπ καγλεηηθνύ πεδίνπ 
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 ⃗⃗ =     ⃗   όπνπ D ε δηειεθηξηθή κεηαηόπηζε θαη Δ ε έληαζε ηνπ ειεθηξηθνύ πεδίνπ 
Ζ καγλεηηθή δηαπεξαηόηεηα    θαη ε δηειεθηξηθή ζηαζεξά ηνπ θελνύ    ζπλδένληαη 
κε ηελ ηαρύηεηα ηνπ θσηόο θαη κε ηελ αληίζηαζε ηνπ θελνύ ρώξνπ ζύκθσλα κε ηο 
ζρέζεηο : 
c = 
  
√     
  θαη   =√
   
  
 αληίζηνηρα. 
Γεληθά ζηελ εξγαζία καο ζεσξνύκε πσο c=3∙108m/s θαη   = 376.73Ω. Δάλ πξόθεηηαη 
γηα ηζόηξνπν νκνγελή ρώξν κε καγλεηηθή δηαπεξαηόηεηα κ θαη δηειεθηξηθή ζηαζεξά 
ε, ηα παξαπάλσ κεγέζε ηξνπνπνηνύληαη αλαιόγσο  θαη  ζπλερίδνπκε όπσο δείμακε 
πην πάλσ. 
Σν ειεθηξνκαγλεηηθό πεδίν, ζηελ πεξίπησζε εκηηνλνεηδνύο ρξνληθήο 
κεηαβνιήο πεγώλ θαη πεδίσλ (κνξθή ejσt)  δηέπεηαη από ηηο εμηζώζεηο ηνπ Maxwell νη 
νπνίεο έπεηηα από κεηαζρεκαηηζκό Fourier, ιακβάλνπλ ηελ αθόινπζε ζεκεηαθή 
κνξθή: 
   ⃗⃗  = ξ                      (Νόκνο ηνπ Gauss γηα ηνλ Ζιεθηξηζκό) 
   ⃗ = 0              (Νόκνο ηνπ Gauss γηα ηνλ Μαγλεηηζκό)      
   ⃗  =     ⃗                                                 (Νόκνο Faraday-Maxwell) 
   ⃗⃗ =   +    ⃗⃗                  (Νόκνο Ampere-Maxwell) 
    =                                   (Δμίζσζε ΢πλέρεηαο) 
Υξεζηκνπνηώληαο ηηο ζπλαξηήζεηο δπλακηθνύ όπσο απνδείμακε πην πάλσ 
θαηαιήγνπκε ζηηο εμήο ηέζζεξηο εμηζώζεηο: 
   ⃗     ⃗  =   κ                  (2.21) 
        =  
 
 
                (2.22) 
 ⃗ =      ⃗                      (2.23) 
 ⃗ =        ⃗                 (2.24) 
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΢ηηο αλσηέξσ ζρέζεηο,   είλαη ν θπκαηηθόο αξηζκόο ζην κέζν δηάδνζεο κε : 
    √                      (2.25) 
Από ην ζεώξεκα ηνπ Helmholtz  ζηε δηαλπζκαηηθή αλάιπζε, είλαη γλσζηό όηη 
έλα δηάλπζκα  ⃗  είλαη θαζνξηζκέλν θαηά κνλαδηθό ηξόπν, αλ γλσξίδνπκε ηελ 
πεξηζηξνθή (     ⃗ ) θαη ηελ απόθιηζή (   ⃗ ) ηνπ. Ζ πξώηε εμαζθαιίδεηαη κε ηελ 
ζπλζήθε νξηζκνύ θαη ε δεύηεξε κε ηελ ζπλζήθε Lorentz. Με ηελ παξαπάλσ επηινγή 
ησλ ζπλαξηήζεσλ δπλακηθνύ, θάζε κία από ηηο ζπλαξηήζεηο-ιύζεηο ηθαλνπνηεί ηελ 
αληίζηνηρε θπκαηηθή εμίζσζε. Από απηέο έπεηαη όηη ην δηαλπζκαηηθό δπλακηθό 
εμαξηάηαη από ηελ θαηαλνκή ησλ πεγώλ ξεύκαηνο, ελώ ην βαζκσηό δπλακηθό 
εμαξηάηαη από ηελ θαηαλνκή ησλ πεγώλ θνξηίνπ. Οη δύν απηέο θαηαλνκέο 
ζπλδένληαη κέζσ ηεο εμίζσζεο ηεο ζπλέρεηαο, γεγνλόο πνπ επηβεβαηώλεη ηελ 
αιιειεμάξηεζε ησλ  ⃗  θαη θ κέζσ ηεο ζπλζήθεο Lorentz. 
   ⃗                        (2.26) 
Με  ρξήζε ηεο ζπλζήθεο απηήο θαη ηεο ζρέζεο (3) πξνθύπηεη ε έθθξαζε ηεο έληαζεο 
ηνπ ειεθηξηθνύ πεδίνπ  ⃗  ζπλαξηήζεη κόλν ηνπ δηαλπζκαηηθνύ δπλακηθνύ  ⃗  : 
 ⃗ =     ⃗   
 
  
      ⃗                 (2.27) 
Οη γεληθέο ιύζεηο ησλ θπκαηηθώλ εμηζώζεσλ (2.21) θαη (2.22) γηα ην βαζκσηό θαη ην 
δηαλπζκαηηθό δπλακηθό, ζηελ πεξίπησζε εκηηνλνεηδνύο ρξνληθήο κεηαβνιήο, είλαη 
αληίζηνηρα: 
Φ(x,y,z) = 
 
   
 ∫            
     
 
   
 
                 (2.28) 
 ⃗  (x,y,z) = 
 
  
 ∫             
     
 
   
 
                  (2.29) 
 
όπνπ           είλαη ην δηάλπζκα παξαηήξεζεο θαη   ⃗⃗          είλαη ην δηάλπζκα 
ζέζεο ηεο πεγήο θαη R είλαη ε απόζηαζε ηεο ζέζεο ηεο πεγήο από ηελ παξαηήξεζε, 
δειαδή: 
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R = √                                       (2.30) 
 
 
2.2  Πξαγκαηηθέο θεξαίεο θαη ην κνληέιν ηνπ ζσιελνεηδνύο δηπόινπ 
 
Μία πξαγκαηηθή θεξαία εηθνλίδεηαη ζην ΢ρήκα 1. Ο εμσηεξηθόο αγσγόο, 
δηακέηξνπ 2b, νκναμνληθήο γξακκήο κεηαθνξάο θαηαιήγεη ζε αγώγηκν επίπεδν 
(ground plane), ελώ ν εζσηεξηθόο αγσγόο, δηακέηξνπ 2α, εμέρεη θαη ζρεκαηίδεη ηελ 
κνλνπνιηθή θεξαία κήθνπο L/2. Ζ θεξαία καο είλαη λεπτή κε ηελ έλλνηα όηη α<<L, 
kα<<1 όπνπ k ν θπκαηαξηζκόο ηνπ ειεπζέξνπ ρώξνπ. 
 Με ηελ ζεσξία εηδώισλ (ηνπιάρηζηνλ γηα κηθξά b – α), ε όιε δηάηαμε είλαη 
ηζνδύλακε κε κία δηπνιηθή, θεληξηθά ηξνθνδνηνύκελε  γξακκηθή θεξαία κήθνπο L 
θαη δηακέηξνπ 2α. Ζ ζπγθεθξηκέλε θεξαία  ηνπ ζρήκαηνο έρεη ζθαηξηθό θαπάθη, αιιά 
ζπλαληά θαλείο θαη θεξαίεο κε επίπεδν θαπάθη, ε θαη ρσξίο θαπάθη.  
 
΢σήμα 2.1: Έλαο απιόο ηύπνο 
πξαγκαηηθήο θεξαίαο 
 
  
 
 
 
 
Ζ δηάηαμε ηνπ ΢ρήκαηνο 2.1 είλαη από ηηο πην απιέο πνπ βξίζθνπκε ζηελ 
πξάμε. Αθόκα θαη γηα ηελ δηάηαμε απηή όκσο, ε θαηάζηξσζε θαη επίιπζε ησλ 
εμηζώζεσλ Maxwell δελ είλαη εύθνιε ππόζεζε [6]. Δπηπιένλ, ζην ΢ρήκα 2.1 ε θεξαία 
θαη ε ηξνθνδνηνύζα γξακκή κεηαθνξάο απνηεινύλ έλα ζύλζεην ζύζηεκα, ελώ 
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ζπλήζσο ζθεθηόκαζηε δύν αλεμάξηεηα ζπζηήκαηα. Με άιια ιόγηα, ζπλήζσο 
αγλννύκε ηελ αιιειεπίδξαζε ηεο θεξαίαο κε ηελ ηξνθνδνηνύζα γξακκή κεηαθνξάο. 
(Απηή ε απινπνίεζε θαζίζηαηαη απαξαίηεηε ζηελ πεξίπησζε ζηνηρεηνθεξαηώλ 
πνιιώλ ζηνηρείσλ όπνπ είλαη πξαθηηθά αδύλαηνλ λα ιεθζνύλ ππόςε όιεο νη 
αιιειεπηδξάζεηο).  
 
΢σήμα 2.2:  Γύν αθόκα πξαγκαηηθέο θεξαίεο, (α) ε δηπνιηθή θεξαία ηξνθνδνηνύκελε από 
δηζύξκαηε γξακκή κεηαθνξάο θαη (β) ε ηζνδύλακε δηάηαμε πάλσ ζε αγώγηκν επίπεδν. 
 
Γηα ηνπο πην πάλσ ιόγνπο, ζα εηζάγνπκε θαη ζα κειεηήζνπκε έλα απινύζηεξν 
ζεσξεηηθό κνληέιν, ην ιεγόκελν «ζσιελνεηδέο δίπνιν». Σν ζσιελνεηδέο δίπνιν 
ρξεζηκεύεη γηα ηελ κνληεινπνίεζε όρη κόλνλ ηεο θεξαίαο ηνπ ζρήκαηνο 1, αιιά θαη 
άιισλ πξαγκαηηθώλ θεξαηώλ, όπσο π.ρ. ηεο δηπνιηθήο θεξαίαο ηνπ ζρήκαηνο 2(α) πνπ 
ηξνθνδνηείηαη από δηζύξκαηε γξακκή κεηαθνξάο, θαζώο θαη ηεο ηζνδύλακεο 
δηάηαμεο ηνπ ζρήκαηνο 2(β) πάλσ από αγώγηκν επίπεδν. 
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΢σήμα 2.3:  Σν ζσιελνεηδέο δίπνιν. Ζ γελλήηξηα δ-ζπλάξηεζεο δηαηεξεί ζην απεηξνζηά 
κηθξό δηάθελν πνπ βξίζθεηαη ζην z=0  δηαθνξά δπλακηθνύ V. 
 
Σν ζσιελνεηδέο δίπνιν θαίλεηαη αγώγηκν  ζην ΢ρήκα 1.3. Πξόθεηηαη γηα έλαλ 
ηέιεην αγώγηκν κεηαιιηθό ζσιήλα κε απείξσο ιεπηά ηνηρώκαηα. ΢ην θέληξν z=0 ηνπ 
ζσιήλα, ππάξρεη έλα απεηξνζηά κηθξό δηάθελν Γ (infinitesimal gap) ζην νπνίνλ 
βξίζθεηαη ε ιεγόκελε γελλήηξηα δ–ζπλάξηεζεο (delta-function generator). Απηή 
δηαηεξεί έλα δπλακηθό V ζην δηάθελν, έηζη ώζηε ην βαζκσηό Φ(ξ,z) λα ηθαλνπνηεί ηε 
ζρέζε: 
Φ(α,0+) – Φ(α,0-) = V                                                                                       (2.31) 
ή ηζνδύλακα  
Φ(α,Γ/2) – Φ(α,-Γ/2) = V                                                                                  (2.32)       
Έηζη ε z–ζπληζηώζα ηνπ ειεθηξηθνύ πεδίνπ Δz(ξ=α,z) πάλσ ζηνλ ηέιεην αγώγηκν 
ζσιήλα ζα είλαη παληνύ κεδέλ εθηόο από ην z=0 όπνπ ζα απεηξίδεηαη ζύκθσλα κε 
ηελ ζρέζε: 
Δz(α,z)= -Vδ(z),  -L/2<z<L/2                                                                                 (2.33)       
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Ζ (2.33) πξνθύπηεη από ηελ (2.31) θαη ηελ (2.24) κε γλσζηέο ηδηόηεηεο ηεο 
ζπλάξηεζεο δ(z) ηνπ Dirac.  
Αλαπηύζζεηαη έλα νιηθό επηθαλεηαθό ξεύκα  ⃗ , ηνπ νπνίνπ ε θ–ζπληζηώζα 
είλαη κεδέλ ιόγσ ζπκκεηξίαο. Ζ z–ζπληζηώζα  Κz  είλαη ην άζξνηζκα ελόο 
επηθαλεηαθνύ ξεύκαηνο Κz,out(z)  ζην εμσηεξηθό κέξνο ηνπ ζσιήλα, αιιά θαη ελόο 
ξεύκαηνο Kz,in(z) ζην εζσηεξηθό ηνπ. Σν νιηθό ξεύκα νξίδεηαη σο: 
I(z) = 2πα [ Κz,out(z) + Kz,in(z) ],   -L/2 < z < L/2                                                    (2.34)       
Λόγσ ζπκκεηξίαο, ην I(z) είλαη άξηηα ζπλάξηεζε. Δπεηδή ηα επηθαλεηαθά ξεύκαηα 
είλαη γεληθά ζπλερή, ζην άθξν z = L/2 ηνπ ζσιελνεηδνύο δηπόινπ ζα έρνπκε     
Κz,out(L/2) = - Kz,in(L/2)  νπόηε: 
I(±L/2)= 0                                                                                                         (2.35)       
δειαδή ην ξεύκα  I(z) κεδελίδεηαη ζηα άθξα ηνπ ζσιήλα. ΢ε όηη αθνινπζεί, ζέινπκε 
λα πξνζδηνξίζνπκε ην I(z) κέζσ ησλ εμηζώζεσλ Maxwell θαη ησλ νξηαθώλ ζπλζεθώλ 
(2.33) θαη (2.35). Θα δνύκε ζηελ επόκελε ελόηεηα όηη ην πξόβιεκα αλάγεηαη ζηελ 
επίιπζε νινθιεξσηηθήο εμίζσζεο [θαζώο θαη ηεο επηπιένλ ζπλζήθεο (2.35)].  
Έρνληαο δηαηππώζεη κε αθξίβεηα ην πξόβιεκα πνπ ζέινπκε λα ιύζνπκε, 
γελληέηαη άκεζα ην εξώηεκα: Γηαηί λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ην ζσιελνεηδέο δίπνιν σο 
κνληέιν; Γελ ππάξρνπλ άιια κνληέια πην θνληά ζηηο πξαγκαηηθέο θεξαίεο; Ζ 
απάληεζε είλαη όηη νη νινθιεξσηηθέο εμηζώζεηο πνπ ζα βξνύκε είλαη αθξηβείο γηα ην 
κνληέιν ηνπ ζσιελνεηδνύο  δηπόινπ.  Απηό είλαη ην πιενλέθηεκα ηνπ  ζσιελνεηδνύο 
δηπόινπ θαη είλαη θαζαξά ζεσξεηηθήο θύζεσο. Γηα άιια κνληέια, ε γηα 
«πξαγκαηηθέο» θεξαίεο, νη νινθιεξσκαηηθέο καο εμηζώζεηο ζα είλαη πξνζεγγηζηηθέο. 
Γειαδή, γηα ιεπηέο θεξαίεο, ε ύπαξμε ε κε ησλ θαπαθηώλ, ε αθξηβήο θύζε ηεο 
ηξνθνδνζίαο θηι. είλαη, ηειηθά, ιεπηνκέξεηεο πνπ δελ παίδνπλ ηδηαίηεξν ξόιν θαη 
είλαη γεληθά ζσζηό λα ζεσξνύκε ηελ θεξαία μερσξηζηά από ηελ ηξνθνδνηνύζα 
γξακκή κεηαθνξάο. Δδώ αθξηβώο νθείιεηαη ε επηηπρία ηνπ απινπνηεκέλνπ καο 
κνληέινπ.   
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2.3  Οινθιεξσηηθή Δμίζσζε Pocklington γηα ηνλ αθξηβή ππξήλα 
 
Αξρηθά ζεσξνύκε έλα ιεπηό θαιώδην θεξαίαο όπσο θαίλεηαη ζην ζρήκα 2.4 
όπνπ έλα ηπραίν ειεθηξηθό πεδίν   ⃗⃗⃗ (r) πξνζθξνύεη ζηελ επηθάλεηά ηεο. Ωο εθ ηνύηνπ 
δεκηνπξγείηαη κηα γξακκηθή ππθλόηεηα ξεύκαηνο   ⃗⃗  ζηελ επηθάλεηά ηεο, ε νπνία 
αθηηλνβνιεί θαη παξάγεη έλα ειεθηξηθό πεδίν πνπ νλνκάδεηαη αλαθιώκελν ειεθηξηθό 
πεδίν   ⃗⃗⃗⃗ (r). ΢πλεπώο, ζε θάζε ζεκείν ηνπ ρώξνπ, ην νιηθό ειεθηξηθό πεδίν   ⃗⃗ ⃗ (r) ζα 
είλαη ην δηαλπζκαηηθό άζξνηζκα ηνπ πξνζπίπηνληνο θαη ηνπ αλαθιώκελνπ, δειαδή: 
  ⃗⃗ ⃗ (r) =   ⃗⃗⃗ (r) +   ⃗⃗⃗⃗ (r)                (2.36)        
΢ε θπιηλδξηθέο ζπληεηαγκέλεο, ην ειεθηξηθό πεδίν πνπ αθηηλνβνιείηαη από ην 
δίπνιν έρεη κία αθηηληθή  Eξ θαη κία εθαπηνκεληθή ζπληζηώζα Ez. ΢ηελ πεξίπησζε 
πνπ ην ζεκείν παξαηήξεζεο βξίζθεηαη πάλσ ζηελ επηθάλεηα ηεο ιεπηήο θαη ηέιεηα 
αγώγηκεο θεξαίαο, δειαδή ξ=α, ην νιηθό εθαπηνκεληθό ειεθηξηθό πεδίν ζα είλαη 
κεδεληθό. Δπίζεο, ε εθαπηνκεληθή ζηελ επηθάλεηα ξ=α ζπληζηώζα Ez ηνπ ειεθηξηθνύ 
πεδίνπ, ζα είλαη ζπλερήο, νπόηε ιακβάλνπκε:  
 
 
΢σήμα 2.4: Πιάγηα πξόζπησζε νκνηόκνξθνπ επίπεδνπ θύκαηνο ζε αγώγηκν ζσιήλα 
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       =   
 (ξ=α)+   
 (ξ=α) = 0     ==> 
  
 (ξ=α)  =    
 (ξ=α)                (2.37)        
Όηαλ ε θεξαία εθπέκπεη, ην πεδίν δεκηνπξγείηαη από κηα πεγή ηάζεο ε νπνία 
είλαη ζπλδεδεκέλε κε ηνπο αθξνδέθηεο ηνπ δηπόινπ ζην θέληξν. Τπάξρνπλ ηξεηο 
ηξόπνη γηα ηελ κνληεινπνίεζε ηεο πεγήο ηνπ πξνβιήκαηόο καο. Ζ πξώηε νλνκάδεηαη 
Γελλήηξηα Γέιηα ΢πλάξηεζε – ΓΓ΢ (Delta Gap Generator - DGG), ε νπνία 
αλαθέξεηαη ζε κηα ηδαληθή γελλήηξηα ηνπνζεηεκέλε ζην έλα δηάθελν κεηαμύ ησλ 
βξαρηόλσλ ηεο θεξαίαο. Ζ δεύηεξε θαιείηαη Γελλήηξηα Πεπεξαζκέλνπ Γηαθέλνπ – 
ΓΠ΢ (Finite Gap Generator - FGG) θαη ηέινο ε ηξίηε νλνκάδεηαη Γελλήηξηα Magnetic 
Frill – ΓMF (Magnetic Frill Generator - MFG), ε νπνία  είλαη κία πνιύ ιεπηή 
δηζθνεηδήο γελλήηξηα, ε νπνία ηνπνζεηείηαη ζην θέληξν ηεο θεξαίαο.  Από ηε ζρέζε 
2.27 έρνπκε πσο ην αλαθιώκελν ειεθηξηθό πεδίν ην νπνίν παξάγεηαη από ηελ 
επαγόκελε ππθλόηεηα ξεύκαηνο δίλεηαη από ηε ζρέζε: 
  ⃗⃗⃗⃗ (r)=     ⃗   
 
  
      ⃗   =   
 
   
     ⃗        ⃗              (2.38)        
Γηα παξαηεξήζεηο πνπ γίλνληαη πάλσ ζηελ αγώγηκε επηθάλεηα, απαηηείηαη κόλν ε z 
ζπληζηώζα ηνπ αλαθιώκελνπ ειεθηξηθνύ πεδίνπ, ε νπνία γξάθεηαη: 
  
 (r)=   
 
     
       ⃗⃗⃗⃗  
    ⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
   
               (2.39)    
Δπεηδή ε   ⃗⃗  αληηπξνζσπεύεη γξακκηθή ππθλόηεηα (m
-1) ην νινθιήξσκα ηεο 
ζρέζεο (2.29) γίλεηαη επηθαλεηαθό. Καηά ζπλέπεηα, ε z-ζπληζηώζα ηνπ 
δηαλπζκαηηθνύ δπλακηθνύ, ζα είλαη: 
  (x,y,z) = 
 
  
 ∬   ⃗⃗   
        
     
 
   
 
               (2.40)        
όπνπ         =  ∙   ∙     ην ζηνηρεηώδεο εκβαδόλ ζηελ παξάπιεπξε επηθάλεηα ηνπ 
ζσιελνεηδνύο δηπόινπ θαη   ε αθηίλα ηεο θπιηλδξηθήο θεξαίαο. Έηζη ινηπόλ, 
παίξλνπκε: 
  (ξ,θ,z) = 
 
  
 ∫ ∫   ⃗⃗     
     
     
 
           
  
    
 
     
            (2.41)    
Δάλ ηώξα ν αγσγόο είλαη αξθεηά ιεπηόο, ηόηε ε ρσξηθή ππθλόηεηα ξεύκαηνο   ⃗⃗  είλαη 
αλεμάξηεηε ηεο αδηκνπζηαθήο γσλίαο θαη επνκέλσο ζεσξνύκε πσο : 
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2       ⃗⃗  = Ηz(z )       ==> 
  ⃗⃗  = 
    
  
     
                 (2.42)    
΢ηε ζεώξεζε απηή, ην Ηz(z ) είλαη ην ηζνδύλακν γξακκηθό ξεύκα πνπ βξίζθεηαη ζε 
αθηηληθή απόζηαζε ξ =   από ηνλ άμνλα z , όπσο θαίλεηαη ζην ζρήκα 2.5. 
 
΢σήμα 2.5:  Καηάηκεζε δηπόινπ θαη ην αληίζηνηρν ξεύκα ηνπ 
 
Έηζη ε ζρέζε (2.41) γίλεηαη: 
  (ξ,θ,z) = 
 
  
 ∫   
 
     
∫     
  
     
 
           
  
    
 
     
           (2.43) 
Όπνπ R = √                         (ην ίδην κε ηε ζρέζε 2.30) θαη 
ρξεζηκνπνηώληαο ηηο ζρέζεηο κεηαζρεκαηηζκνύ  =      ,  =      , z=z από ηηο 
θαξηεζηαλέο ζπληεηαγκέλεο ζε πνιηθέο ζα έρνπκε: 
R = √                             ==> 
R = √                                        ==> 
R = √                                        (2.44) 
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                                        Σειεπηαίν 
            θνκκάηη πιάηνπο Γ/2 
  
    
 
 
q-ζηε πεγή 
                     θνκκάηη πιάηνπο Γ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                        i-ζηε παξαηήξεζε 
                       θνκκάηη πιάηνπο Γ 
 
 
 
 
 
              Πξώην 
                   θνκκάηη πιάηνπο Γ/2 
 
 
΢σήμα 2.6: Γεσκεηξία ηνπ πξνβιήκαηνο πνπ δείρλεη ηελ ηκεκαηνπνίεζε γηα ηελ θεξαία 
δηπόινπ θαη ηελ νξηνζέηεζε απηήο. 
 
Αθόκε ιόγσ ηεο θπιηλδξηθήο ζπκκεηξίαο ηνπ δηπόινπ ζα έρνπκε  / θ=0, ηα 
κεηξνύκελα πεδηαθά κεγέζε ζα είλαη αλεμάξηεηα ηεο γσλίαο θ, θαη επνκέλσο 
κπνξνύκε λα ζεσξήζνπκε πσο θ=0 . Με ηε ζεώξεζε απηή ε ζρέζε (2.43) γίλεηαη: 
  (ξ=α,θ,z)=  ∫     
    
 
     
∫
     
   
           
  
    
 
     
  ==>  
  (ξ=α,θ,z)=  ∫     
            
 
     
             (2.45) 
Όπνπ          
 
   
∫
     
   
    
  
    
                (2.46) 
είλαη ν «ππξήλαο» ηεο νινθιεξσηηθήο εμίζσζεο. Σέηνηνπ είδνπο ππξήλεο, 
νλνκάδνληαη θαη «ππξήλεο δηαθνξάο» («difference kernels»).  
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Καη γηα ξ=α θαη θ=0 από ηελ (2.44) ζα έρνπκε : 
R = √                               ==> 
R = √                         ==> 
R = √        
  
 
                       (2.47) 
Έηζη ε (2.46) γίλεηαη: 
       
    
  
   
∫
 
   √        
  
 
         
√        
  
 
         
   
  
    
                (2.48) 
είλαη ν «ππξήλαο» ηεο νινθιεξσηηθήο εμίζσζεο. Σέηνηνπ είδνπο ππξήλεο, 
νλνκάδνληαη θαη «ππξήλεο δηαθνξάο» («difference kernels»). 
Καη ρξεζηκνπνηώληαο απηό ην R ηεο ζρέζεο (2.47) θαη ην δηαλπζκαηηθό δπλακηθό    
ηεο (2.45) ζηελ ζρέζε (2.39) παίξλνπκε:  
  
 (r)=   
 
   
     
   
   
  ∫     
            
 
     
            (2.49) 
Υξεζηκνπνηώληαο ηελ νξηαθή ζπλζήθε ζπλέρεηαο ησλ εθαπηνκεληθώλ ζπληζησζώλ 
ηεο έληαζεο ηνπ ειεθηξηθνύ πεδίνπ ζηελ ηέιεηα αγώγηκε επηθάλεηα ηνπ δηπόινπ, ζα 
ιάβνπκε: 
  
 (ξ=α)  =    
 (ξ=α) πνπ έρνπκε από ηελ (2.37) θαη έηζη   ==> 
     
   
   
  ∫     
            
 
     
=         
 (ξ=α)             (2.50) 
Καη ζην θελό ζα είλαη: 
      
   
   
  ∫     
            
 
     
=          
 (ξ=α)             (2.51) 
Ζ (2.49) κε ηε ρξήζε ησλ ζρέζεσλ   =σ√      2π/ι θαη   =√
  
  
        Ohm ε 
ραξαθηεξηζηηθή εμίζσζε (θπκαηηθή) αληίζηαζε ηνπ θελνύ - ηνπ κέζνπ πνπ 
πεξηβάιιεη ηελ θεξαία, γίλεηαη: 
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  ∫     
            
 
     
=  
   
  
   
 (ξ=α)            (2.52) 
 
Ζ παξαπάλσ εμίζσζε (2.50) θαιείηαη ολοκληπωηική εξίζωζη ηος 
Pocklington θαη κε ηελ επίιπζή ηεο ππνινγίδνπκε ην ηζνδύλακν ξεύκα γξακκηθήο 
θαηαλνκήο, άξα θαη ηεο ππθλόηεηαο ξεύκαηνο ζηελ επηθάλεηα ηνπ δηπόινπ, κε 
γλσζηό ην πξνζπίπηνλ πεδίν ζηελ επηθάλεηα ηνπ.  Δάλ ηώξα ζεσξήζνπκε πσο ην 
δίπνιν είλαη αξθεηά ιεπηό, ηόζν ώζηε λα είλαη      (όπνπ ι ην κήθνο θύκαηνο ηνπ 
πεδίνπ) ηόηε κπνξνύκε λα ζεσξήζνπκε από ηελ (2.46) πσο         = 
     
   
 θαη έηζη 
από ηελ (2.50) παίξλνπκε: 
∫     
  
     
    
[                               
 
     
     
 (ξ=α)       (2.53) 
 
Με ην         λα είλαη ν «ππξήλαο» ηεο νινθιεξσηηθήο εμίζσζεο. Σέηνηνπ είδνπο 
ππξήλεο, νλνκάδνληαη θαη «ππξήλεο δηαθνξάο» («difference kernels»).  
 
 
2.4 Οινθιεξσηηθή εμίζσζε ηύπνπ Hallèn 
 
 Ζ εμίζσζε ηνπ Hallèn είλαη ηζνδύλακε κε απηή ηνπ Pocklington, κόλν πνπ 
δελ πεξηέρεη ηνλ ηειεζηή  ̂   
     
   
    . Αλαθεξόκελνη ζην ζρήκα 2.5 θαη όζν 
    θαη     ώζηε λα κπνξνύκε λα ακειήζνπκε ηηο επηδξάζεηο ησλ άθξσλ, θαη 
ζύκθσλα κε ηηο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο θαζώο θαη κε ηελ παξαδνρή ηεο ηέιεηαο 
αγσγηκόηεηαο κπνξνύκε λα πνύκε πσο ην ζπλνιηθό εθαπηνκεληθό πεδίν Δ ζηελ 
επηθάλεηα ηνπ δηπόινπ θαζώο θαη ηα ξεύκαηα ζηηο αθξαίεο επηθάλεηεο ηνπ θπιίλδξνπ 
εθκεδελίδνληαη. Γεδνκέλνπ όηη ην ξεύκα επάγεηαη επί ηεο επηθάλεηαο ηνπ δηπόινπ 
θαηά ηε δηεύζπλζε ηνπ    κπνξνύκε λα γξάςνπκε : 
  
          
 
   
     
   
 =   
 
   
 
     
   
 +        )           (2.54) 
Γεδνκέλνπ όηη ην ζπλνιηθό εθαπηνκεληθό ειεθηξηθό πεδίν είλαη κεδεληθό 
ζηελ επηθάλεηα ηνπ θπιίλδξνπ ε παξαπάλσ εμίζσζε κεηώλεηαη ζε : 
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 +     = 0                (2.55) 
Δπεηδή ε ππθλόηεηα ξεύκαηνο είλαη ζπκκεηξηθή σο πξνο ην δίπνιν, ην 
δπλακηθό    είλαη επίζεο ζπκκεηξηθό, θαη έηζη ε ιύζε ηεο παξαπάλσ δηαθνξηθήο 
εμίζσζεο ζα είλαη: 
        √  [              | |              (2.56) 
Όπνπ C θαη D ζηαζεξέο    . 
Αθόκα γεληθά γηα έλα θαιώδην κεηαθνξάο ξεύκαηνο, ην δπλακηθό δίλεηαη από ηε 
ζρέζε:  
    
      ∫     
  
     
   
   
 
     
  θαη επνκέλσο από ηε (2.54) ζα έρνπκε: 
 ∫     
  
     
   
   
 
     
   
 
 
[               | |             (2.57) 
όπνπ   όπσο είδακε θαη πην πάλσ ε ραξαθηεξηζηηθή εμίζσζε (θπκαηηθή) αληίζηαζε 
ηνπ κέζνπ πνπ πεξηβάιιεη ηελ θεξαία. Δάλ ηώξα εθαξκόζνπκε ζηνπο αθξνδέθηεο ηεο 
θεξαίαο, ηάζε V, εύθνια απνδεηθλύεηαη πσο ε ζηαζεξά D ηζνύηαη κε V/2, (δειαδή 
D=V/2), θαη ε ζηαζεξά C κπνξεί λα βξεζεί εθαξκόδνληαο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο ην 
ηέινο (άθξε) ηεο επηθάλεηαο ηνπ θπιηλδξηθνύ δηπόινπ. Δάλ αθόκα είκαη ζην θελό κε 
ηελ αληίζηαζε ηνπ κέζνπ πνπ πεξηβάιιεη ηελ θεξαία λα ηζνύηαη κε    θαηαιήγνπκε 
ζηελ εμίζσζε: 
∫     
             
 
     
            
  
   
     | |             (2.58) 
 
 
2.5 Πξνζεγγηζηηθέο νινθιεξσηηθέο εμηζώζεηο (Πξνζεγγηζηηθόο 
Ππξήλαο) 
 
Έλα πξόβιεκα πνπ ζπλαληνύκε ζηηο (2.50) θαη (2.58) είλαη ε πνιππινθόηεηα 
ηνπ ιεγόκελνπ «αθξηβή ππξήλα» («exact kernel»)    (z), ν νπνίνο δίλεηαη από ην 
νινθιήξσκα ηεο ζρέζεο (2.50). ΢ην εδάθην απηό βξίζθνπκε, κε κηα θαηάιιειε 
πξνζέγγηζε, κία απινύζηεξε κνξθή ηνπ αλσηέξσ ππξήλα, πνπ ρξεζηκνπνηείηαη 
34 
 
ζπρλά ζηελ βηβιηνγξαθία. ΢ηε ζρέζε (2.48), ε απόζηαζε   |    
  
 
 | 
νινθιεξώλνπκε, κε κέγηζηε ηηκή         |    
  
 
 |     θαη ειάρηζηε ηηκή 
        |    
  
 
 |    όπσο θαίλεηαη ζην ζρήκα 2.7 
 
 
΢σήμα 2.7 Γηα ζεκεία παξαηήξεζεο πάλσ ζηελ επηθάλεηα ηεο θεξαίαο, ε απόζηαζε R δίλεηαη 
από ηε ζρέζε (1.16). Δδώ δείρλνπκε πξνβνιή ζην επίπεδν z = 0 . Ζ πξνβνιή ηνπ R είλαη 
  |    
  
 
 |, κε κέγηζηε ηηκή    θαη ειάρηζηε ηηκή 0. 
 
Ζ ελ ιόγσ πξνζέγγηζε είλαη   |    
  
 
 |   , δειαδή πξνζεγγίδνπκε όιεο ηηο 
δπλαηέο απνζηάζεηο κε ηελ αθηίλα a . Τινπνηώληαο, αλαιπηηθά ηελ νινθιήξσζε ζηελ 
(1.18), εύθνια, παίξλνπκε ηνλ ιεγόκελν «πξνζεγγηζηηθό ππξήλα» («approximate» ή 
«reduced kernel»): 
       
    
    √ 
    
√     
, | |                 (2.59) 
Ζ πξνζέγγηζε καο είλαη ινγηθή θαζόηη ε θεξαία είλαη ιεπηή. Ζ (1.17)/(1.22) 
κε ην        ζηε ζέζε ηνπ        νλνκάδεηαη «πξνζεγγηζηηθή νινθιεξσηηθή 
εμίζσζε» («approximate integral equation») ηύπνπ Pocklington/Hallén. Ζ 
απινπνίεζε είλαη πξνθαλώο ζεκαληηθή θαζώο ν        ρξεζηκνπνηείηαη επξύηαηα 
ζηελ πξάμε. ΢εκεηώλνπκε ηέινο όηη ζε αληίζεζε κε ηνλ αθξηβή ππξήλα - ν 
πξνζεγγηζηηθόο ππξήλαο δελ απεηξίδεηαη  γηα  z = 0. Βέβαηα, πξέπεη λα αλαθέξνπκε 
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όηη ην        (αθξηβέζηεξα ην πξαγκαηηθό ηνπ κέξνο) έρεη κέγηζην γηα z = 0 θαη ην 
κέγηζην απηό γίλεηαη νμύηεξν γηα ιεπηόηεξεο θεξαίεο. 
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 3 
 
 
Μονηέλα Σξνθνδνζίαο/Απιθμηηικέρ Μέθοδοι/Μέθοδοι 
Ροπών 
 
 
3.1  Γελλήηξηα  Γέιηα ΢πλάξηεζεο  – ΓΓ΢  ( Delta Function Generator – 
DFG ) 
 
Ζ Γελλήηξηα Γέιηα ζπλάξηεζεο DFG(Delta Gap Generator) απνηειεί κηα 
απιή θαη ζπρλόηαηα ρξεζηκνπνηνύκελε πεγή ζε ζεσξεηηθό επίπεδν σο κνληέιν 
ηξνθνδνζίαο ζηηο γξακκηθέο θεξαίεο, πνπ όκσο πζηεξεί ζε αθξίβεηα ζηνλ ππνινγηζκό 
ησλ αγσγηκνηήησλ εηζόδνπ. Πξόθεηηαη γηα ηελ παξνπζία κηαο ζηαζεξήο δηαθνξάο 
δπλακηθνύ V ε νπνία δεκηνπξγεί κηα ειεθηξεγεξηηθή πεδηαθή έληαζε θαηά κήθνο ηνπ 
απεηξνζηά κηθξνύ δηαθέλνπ Γ0, όπσο είδακε ζηηο ζρέζεηο (2.31) θαη (2.32). 
΢πγθεθξηκέλα ε ηηκή ηεο δίλεηαη από ηνλ ηύπν : Δ(a,z) = Vδ(z) κε | |<h όπνπ 
h ην κηζό κήθνο ηεο θεξαίαο. Όπνπ δ(z) είλαη ε γλσζηή ζπλάξηεζε dirac. Ζ 
αλαπαξάζηαζή ηεο δίλεηαη ζην ζρήκα 3.1 
 
37 
 
΢σήμα 3.1: Κεξαία Σξνθνδνηνύκελε από ηδαληθή Γελλήηξηα Γέιηα ΢πλάξηεζεο-DFG 
Ζ z-ζπληζηώζα ηνπ πξνζπίπηνληνο ειεθηξηθνύ πεδίνπ πξέπεη λα είλαη 
κεδεληθή ζε όια ηα ζεκεία ηεο επηθάλεηαο ηεο θεξαίαο, εθηόο ηνπ δηαθέλνπ. ΢ην 
δηάθελν ηξνθνδνζίαο ε έληαζε ηνπ πξνζπίπηνληνο θαη ε έληαζε ηνπ αλαθισκέλνπ 
πεδίνπ πξέπεη λα είλαη αληίζεηεο. Ζ δηαθνξά δπλακηθνύ ζην δηάθελν V , δίλεηαη από 
ηελ ζρέζε: 
V =       ∫   
    
 
  
          ==>   
   
     = V·δ(z)                     (3.1) 
 κε | |<h όπνπ h ην κηζό κήθνο ηεο θεξαίαο. Όπνπ δ(z) είλαη ε γλσζηή ζπλάξηεζε 
dirac. Ζ παξαπάλσ ζρέζε (3.1) απνξξέεη από γλσζηή ηδηόηεηα ηεο ζπλάξηεζεο δέιηα. 
Έηζη, δεδνκέλνπ όηη   =σ√      2π/ι θαη   =√
  
  
, αληηθαζηζηώληαο ζηελ ζρέζε 
(2.50) ιακβάλνπκε:  
     
   
   
  ∫     
              
 
     
= 
     
  
      , - h     h            (3.2) 
όπνπ 
       
             
  
   
∫
     
 
   
  
    
  από ηελ (2.47)  ==>  
       
    
  
   
∫
 
   √        
  
       
   
√        
  
 
         
   
  
    
              (3.3) 
 
είλαη ν ππξήλαο απηήο ηεο νινθιεξσηηθήο εμίζσζεο, πνπ πξνθαλώο εμαξηάηαη κόλν 
από ηε δηαθνξά      θαη όρη από ηα z θαη z' μερσξηζηά, απνηειώληαο έηζη έλαλ 
ππξήλα δηαθνξάο. ΢ηελ παξαπάλσ ζρέζε θαη ηα δύν κέιε, δίλνπλ ηελ εθαπηνκεληθή 
ζπληζηώζα ηνπ ειεθηξηθνύ πεδίνπ πάλσ ζην ζσιελνεηδέο  δίπνιν. Καηά ηελ εμαγσγή 
ηεο δελ έγηλε θακία πξνζέγγηζε, ζπλεπώο είλαη αθξηβήο γηα ην κνληέιν ηνπ 
ζσιελνεηδνύο δηπόινπ. Με εμαίξεζε όκσο ηελ πεξίπησζε ηεο θεξαίαο απείξνπ 
κήθνπο ( h → ∞ ), ε (3.2) δελ κπνξεί λα ιπζεί ζε θιεηζηή κνξθή. 
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Ζ ζρέζε (3.2) είλαη ε εμίζσζε Pocklington γηα γελλήηξηα δέιηα ζπλάξηεζεο 
(delta function generator) γηα ηνλ αθξηβή ππξήλα. 
3.2 Γελλήηξηα Πεπεξαζκέλνπ Γηάθελνπ – ΓΠΓ (Finite Gap 
Generator - FGG) 
 
΢ηελ παξάγξαθν 2.2 πεξηγξάςακε ην κνληέιν ηνπ ζσιελνεηδνύο δηπόινπ. 
Θεσξήζακε κία θπιηλδξηθή ιεπηή ζσιήλα κε ηέιεηα αγώγηκα ηνηρώκαηα ζην θέληξν 
ηεο νπνίαο ππήξρε δηάθελν Γ. ΢ηελ ΓΓ΢ είδακε όηη ην πξναλαθεξζέλ δηάθελν είλαη 
απεηξνζηά κηθξό ( Γ→0 ). ΢ηελ πεξίπησζε όπνπ ην Γ είλαη πεπεξαζκέλν ην κνληέιν 
ηξνθνδνζίαο πνπ πξνθύπηεη είλαη γλσζηό σο ΓΠΓ. Σν καζεκαηηθό κνληέιν ηεο ΓΠΓ 
δίλεηαη ζην ΢ρήκα 3.2.  
 
 
΢σήμα 3.2: Μνληέιν ηξνθνδνζίαο Γελλήηξηαs Πεπεξαζκέλνπ Γηάελνπ – ΓΠΓ (Finite Gap 
Generator) 
 
΢ηελ πξαγκαηηθόηεηα, πξόθεηηαη γηα κία γεληθόηεξε πεξίπησζε ηεο ΓΓ΢ 
θαζώο αλ Γ→0 ηα δύν κνληέια ηαπηίδνληαη. Ζ ειεθηξεγεξηηθή πεδηαθή έληαζε εληόο 
ηνπ δηαθέλνπ (εζσηεξηθά ηεο πεγήο), πνπ γηα ην κνληέιν ηεο ΓΠΓ ζεσξείηαη 
ζηαζεξή, δίλεηαη από ηελ ζρέζε: 
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Δz(α,z)= Vg(z) ,   -Γ/2 < z < Γ/2                (3.4) 
όπνπ: 
g(z) = {
 
 
              | |  
 
 
     
 
 
  | |    
                                                 (3.5) 
Δίλαη πξνθαλέο από ηελ (3.5) όηη όηαλ Γ→0, ε ζπλάξηεζε g(z) ηαπηίδεηαη κε ηελ 
δέιηα ζπλάξηεζε. Οινθιεξώλνληαο, ζα πξέπεη λα αλαθέξνπκε όηη ζην κνληέιν ηεο 
ΓΠΓ πνπ πεξηγξάςακε ζεσξήζακε ην πεδίν θαηά κήθνο ηνπ δηαθέλνπ, ζηαζεξό. Δλ 
ηνύηνηο, ην ελ ιόγσ κνληέιν κπνξεί λα επεθηαζεί θαη ζε άιιεο θαηαλνκέο πεδίνπ 
όπσο γηα παξάδεηγκα είλαη ε θαηαλνκή ηεηξαγσληθήο ξίδαο (square-root distribution). 
 
 
3.3  Γελλήηξηα Μαγλεηηθώλ θξνζζώλ  (Magnetic Frill Generator - MFG) 
 
Γηα ηελ ζπγθεθξηκέλε κνληεινπνίεζε ηεο πεγήο βαζηδόκαζηε ζην αθόινπζν  
ζρήκα: 
 
΢σήμα 3.3: Μνληέιν ηξνθνδνζίαο Γελλήηξηαs Μαγλεηηθώλ Kξνζζώλ (Magnetic Frill 
Generator - FG) 
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H Γελλήηξηα Μαγλεηηθώλ θξνζζώλ αλαπηύρζεθε κε ζθνπό ηνλ ππνινγηζκό 
ηνπ εγγύο θαη καθξάλ πεδίνπ κεηαμύ ησλ δύν αγσγώλ κηαο νκναμνληθήο γξακκήο [7]. 
΢ηελ ΓΜF, ην δηάθελν ηξνθνδνζίαο, αληηθαζίζηαηαη από κία καγλεηηθή ππθλόηεηα 
ξεύκαηνο πνπ αλαπηύζζεηαη ζε έλα δαθηπιηνεηδέο δηάθξαγκα, εγθάξζην ζηελ 
δηεύζπλζε ηεο θεξαίαο, κε εζσηεξηθή αθηίλα a, ε νπνία ζπλήζσο επηιέγεηαη ίζε κε 
ηελ αθηίλα ηεο θεξαίαο, θαη εμσηεξηθή αθηίλα b, όπσο θαίλεηαη ζην ΢ρήκα 3.3. 
Καζώο ην δίπνιν ηξνθνδνηείηαη κέζσ γξακκώλ κεηαθνξάο, ε εμσηεξηθή αθηίλα b ηνπ 
ηζνδύλακνπ δαθηπιηνεηδνύο δηαθξάγκαηνο ηεο γελλήηξηαο πξνζδηνξίδεηαη από ηελ 
καζεκαηηθή έθθξαζε γηα ηελ ραξαθηεξηζηηθή ζύλζεηε αληίζηαζε ηεο γξακκήο.  
   √
  
  
·
       
  
                  (3.6) 
Σν ειεθηξηθό πεδίν πνπ εθάπηεηαη ηνπ δαθηπιηνεηδνύο δηαθξάγκαηνο ηεο FG, 
ηαπηίδεηαη κε ηελ θαηαλνκή ηνπ πεδίνπ ηνπ ξπζκνύ ΣΔΜ (Transverse 
ElectroMagnetic) πνπ δηαδίδεηαη ζε κία νκναμνληθή γξακκή. Δπνκέλσο: 
   
 
           
                    (3.7) 
Καηά ζπλέπεηα ε αληίζηνηρε ηζνδύλακε ππθλόηεηα καγλεηηθνύ ξεύκαηνο Μφ ηεο 
γελλήηξηαο καγλεηηθώλ θξνζζώλ πνπ αληηπξνζσπεύεη ην άλνηγκα, ζα είλαη: 
       ⃗       
 
         
                 (3.8) 
Ζ γελλήηξηα καγλεηηθώλ θξνζζώλ δεκηνπξγεί ζηελ επηθάλεηα ηνπ δηπόινπ πεδία, πνπ 
κπνξνύλ λα πξνζεγγηζηνύλ από εθείλα πνπ βξέζεθαλ θαηά κήθνο ηνπ άμνλα (δειαδή 
γηα ρ = 0 ). Με απηή ηελ πξνζέγγηζε, ιακβάλνπκε ηελ αθόινπζε απιή ζρέζε γηα ηελ 
έληαζε ηνπ ειεθηξηθνύ πεδίνπ: 
  
                
 
         
 ( 
    √ 
    
√     
 
    √ 
    
√     
             (3.9) 
Αληηθαζηζηώληαο ηελ ζρέζε (3.9) ζηελ ζρέζε (2.50) θαη ιακβάλνληαο ππ’ όςηλ ηηο 
ηζόηεηεο   =σ√      2π/ι θαη   =√
  
  
, ιακβάλνπκε: 
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  ∫     
         
     
 
     
= 
     
           
 ( 
    √ 
    
√     
 
    √ 
    
√     
          (3.10) 
γηα         
όπνπ        
    
  
   
∫
 
   √        
  
 
         
√        
  
 
         
   
  
    
 {όπσο ζηε ζρέζε (3.3)} 
Ζ ζρέζε (3.10) είλαη ε εμίζσζε Pocklington γηα γελλήηξηα καγλεηηθώλ θξνζζώλ (frill 
generator) γηα ηνλ αθξηβή ππξήλα. 
 
 
3.4   Οινθιεξσηηθέο εμηζώζεηο ηύπνπ Fredholm 
 
H εμίζσζε ∫               
  
  
      ,                   (3.11)  
[4] µε γλσζηέο ηηο ζπλαξηήζεηο         θαη      (          ) θαη άγλσζηε ηε 
ζπλάξηεζε       (          νλνµάδεηαη νινθιεξσηηθή εμίζσζε ηύπνπ Fredholm 
πξώηνπ είδνπο. Σν         είλαη ν ππξήλαο ηεο νινθιεξσηηθήο εμίζσζεο. 
Παξαηεξνύµε όηη ην δηάζηεµα ζην νπνίν ε εμίζσζε ηζρύεη είλαη ίδην µε ην δηάζηεµα 
νινθιήξσζεο. 
Σέηνηνπ είδνπο εμίζσζε παίξλνπµε θαη µε ηελ ελαιιαγή Tˆ θαη 
νινθιεξώκαηνο  ζηελ πξνζεγγηζηηθή εμίζσζε ηνπ Pocklington. ΢ην εδάθην απηό 
ινηπόλ πεξηγξάθνπκε   αξηζκεηηθέο κεζόδνπο  γηα ηελ επίιπζε ηέηνησλ εμηζώζεσλ. 
Με νξηζκέλεο ηξνπνπνηήζεηο [8] ηέηνηεο κέζνδνη κπνξνύλ  λα εθαξκνζζνύλ αθόκα 
θαη ζηελ νινθιεξσηηθν-δηαθνξηθή εμίζσζε (2.50). 
΢ηε ζύγρξνλε βηβιηνγξαθία, νη αλσηέξσ εμηζώζεηο (ή κηθξέο παξαιιαγέο 
ηνπο) αλαθέξνληαη σο νινθιεξσηηθέο εμηζώζεηο ησλ Pocklington (Pocklington’s 
Equation - PE) θαη Hallén (Hallén’s Equation - HE) αληίζηνηρα. Απαληώληαη ζηε 
βηβιηνγξαθία ζε δύν κνξθέο, ηελ πξνζεγγηζηηθή θαη ηελ αθξηβή αλαιόγσο ηνπ 
ππξήλα (πξνζεγγηζηηθόο/αθξηβήο) πνπ ρξεζηκνπνηείηαη. 
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3.5  Πεξηγξαθή ηεο κεζόδνπ ησλ ξνπώλ 
 
Οη κέζνδνη απηέο απνηεινύλ ζεκαληηθό εξγαιείν ηνπ Τπνινγηζηηθνύ 
Ζιεθηξνµαγλεηηζµνύ θαη, εηδηθόηεξα, ηεο ζύγρξνλεο Θεσξίαο Κεξαηώλ [23]. H 
κέζνδνο έρεη ηξία βήκαηα: 
MoM, Βήκα 1: Αλαπηύζζνπκε ηνλ άγλσζην       ζε πεπεξαζκέλν άζξνηζκα 2Ν+1 
ζπλαξηήζεσλ βάζεο (basis functions)                             κε αγλώζηνπο 
ζπληειεζηέο    . 
      ∑   
 
                          (3.12) 
΢ηελ αλσηέξσ ζρέζε ρξεζηκνπνηήζακε ην   θαη νρη ην = δηόηη ε ιύζε       ηεο 
νινθιεξσηηθήο εμίζσζεο (3.11) γεληθά δελ κπνξεί λα γξαθεί αθξηβώο ζαλ ππέξζεζε 
πεπεξαζκέλνπ αξηζκνύ ζπλαξηήζεσλ βάζεο.  Οη ζπλαξηήζεηο βάζεο είλαη γλσζηέο. 
Σν πην απιό παξάδεηγκα ζπλαξηήζεσλ βάζεο είλαη νη παικηθέο ζπλαξηήζεηο (pulse 
functions) πιάηνπο   , όπνπ: 
                             (3.13) 
Ο πεξηηηόο αξηζκόο ζπλαξηήζεσλ βάζεο (      είλαη απιά γηα επθνιία θαη 
κόλν, κηαο θαη ζα κπνξνύζακε λα είρακε επηιέμεη θαη άξηην αξηζκό.  Απηέο 
εηθνλίδνληαη ζην ΢ρήκα 3.3(α). ΢ην ζρήκα 3.3(β) θαίλεηαη πσο ε πξνζέγγηζε  
   ∑   
 
          , πνπ είλαη επαιιειία ησλ       , έρεη γεληθά θιηκαθσηή κνξθή. 
Πην ζπγθεθξηκέλα, ην πξαγκαηηθό θαη ην θαληαζηηθό κέξνο ηεο     
   έρνπλ 
θιηκαθσηή κνξθή, ελώ νη ζπληειεζηέο    είλαη κηγαδηθνί.  
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΢σήμα 3.4: ΢ην επάλσ ζρήκα (α), θαίλνληαη νη παικηθέο ζπλαξηήζεηο 
                           . Ζ θαζεκία έρεη πιάηνο   . Ζ        έρεη θέληξν ην  
   , 
ελώ ε        ηειεηώλεη ζην  
     , κε θέληξν ζην            . ΢ην απνθάησ ζρήκα 
(β), δείρλνπκε κηα ππέξζεζε     
   παικηθώλ ζπλαξηήζεσλ.  
 
 
 
MoM, Βήκα 2:  Αληηθαζηζηνύκε ηελ πξνζέγγηζε (3.12) ζηελ νινθιεξσηηθή εμίζσζε 
(3.11) θαη έρνπκε: 
∑ [   
 
    ∫      
      
      
     
     
                   (3.14) 
΢ηελ νπνία ρξεζηκνπνηήζακε ην   θαη όρη ην =, δηόηη γεληθά δελ ππάξρνπλ αξηζκνί 
    πνπ λα θαλνπνηνπλ ηελ (3.14) γηα όια ηα z κε | |< L/2 
MoM, Βήκα 3: Παίξλνπκε ην εζσηεξηθό γηλόκελν ηεο (3.14) κε (      άιιεο 
ζπλαξηήζεηο δνθηκήο (testing functions)                          . Δπνκέλσο 
πνιιαπιαζηάδνπκε ηελ (3.14) κε   
     (όπνπ ην * δειώλεη ζπδπγή) θαη 
νινθιεξώλνπκε γηα –L/2      L/2. Έηζη έρνπκε: 
∑    
 
    ∫   
    
   
    
[∫            
         
     
     ∫   
    
 
 
 
 
 
    ,   
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l=         ,…,N               (3.15) 
πνπ γξάθνληαη θαη σο 
∑    
 
           l=         ,…,N           (3.16α) 
όπνπ 
 ∫   
    
   
    
[∫            
        
     
     
, κε –Ν   θαη n           (3.16β) 
θαη  
   ∫   
         
   
    
,  =0,±1,±2,±3,…, ±N              (3.16γ) 
Οη ζπλαξηήζεηο  δνθηκήο είλαη θαη απηέο γλσζηέο. Οη εμηζώζεηο (3.15) ή (3.16) 
είλαη ζύζηεκα γξακκηθώλ  εμηζώζεσλ µε αγλώζηνπο ηα   . Σν πξόβιεµα ινηπόλ έρεη 
αλαρζεί ζηε επίιπζε ηνπ (      (      ζπζηήκαηνο (3.16a), όπνπ νη κηγαδηθνί 
αξηζκνί     θαη    βξίζθνληαη από ηα νινθιεξώµαηα ζηηο (3.16b) θαη (3.16c). ΢ηα 
πεξηζζόηεξα πξαθηηθά πξνβιήκαηα, νη νινθιεξώζεηο δελ κπνξνύλ  λα γίλνπλ ζε 
θιεηζηή κνξθή θαη γίλνληαη αξηζκεηηθά. Πξνγξάκκαηα όπσο ην MATLAB θαη ην 
MATHEMATICA δηαζέηνπλ έηνηκεο ξνπηίλεο επίιπζεο ζπζηεκάησλ γξακκηθώλ  
εμηζώζεσλ, θαζώο θαη αξηζκεηηθήο  νινθιήξσζεο.  
 
 
3.6   Μέζνδνη Galerkin-Δπηινγή ΢πλαξηήζεσλ Βάζεο θαη Γνθηκήο 
 
Οη ΜνΜ είλαη νηθνγέλεηα κεζόδσλ, δηόηη ππάξρνπλ πνιιέο επηινγέο ησλ 
ζπλαξηήζεσλ βάζεο θαη δνθηκήο. Γίλνπκε κεξηθέο ζπλήζεηο επηινγέο, ρσξίο λα 
ζπδεηήζνπκε ην ζεκαληηθό ζέκα, ηνπ πώο θάλνπκε επηηπρεκέλεο επηινγέο. 
Δπηζεκαίλνπκε όηη κία επηηπρεκέλε επηινγή ζπλαξηήζεσλ βάζεο θαη δνθηκήο απαηηεί 
γλώζε ησλ ηδηαίηεξσλ ραξαθηεξηζηηθώλ θάζε πξνβιήκαηνο ελώ πνιιέο θνξέο βνεζά 
θαη ε γλώζε γεληθόηεξσλ καζεκαηηθώλ αξρώλ [9], [10]. 
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3.6.1  Δπηινγή ζπλαξηήζεσλ δνθηκήο: Μέζνδνο Galerkin 
 
 Ζ  κέζνδνο Galerkin είλαη εηδηθή πεξίπησζε ησλ ΜνΜ θαηά ηελ νπνία νη 
ζπλαξηήζεηο βάζεο θαη δνθηκήο είλαη ίδηεο      =      .  
Δπηινγή ζπλαξηήζεσλ δνθηκήο: Σερληθή ζεκεηαθήο ηζόηεηαο (point – 
matching technique or collocation technique): ΢ηελ ηερληθή ζεκεηαθήο ηζόηεηαο, 
ηθαλνπνηνύκε ηελ (18)  ζε 2Ν+1 ζεκεία                     όπνπ |  | ≤ L/2. 
΢πλήζσο ηα ζεκεία απηά είλαη ηζαπέρνληα. Καηαιήγνπκε ζην ζύζηεκα (20α) όπνπ:  
 Aln = ∫               
      
   
    
    Bln = f(   ,  -N ≤ l,  n ≤ N        (3.17) 
Απηή ε ηερληθή κπνξεί λα εηδσζεί ζαλ ηελ εηδηθή πεξίπησζε ησλ ΜνΜ όπνπ νη 
ζπλαξηήζεηο δνθηκήο είλαη ζπλαξηήζεηο δέιηα,        = δ(    ), l = -N, ….N.  
 
3.6.2  Δπηινγή ζπλαξηήζεσλ βάζεο: Σξηγσληθέο ζπλαξηήζεηο (triangular functions).  
Οη απινύζηεξεο ζπλαξηήζεηο βάζεο είλαη νη παικηθέο ζπλαξηήζεηο ηνπ ΢ρήκαηνο 
6(α). Άιιεο ζπλαξηήζεηο βάζεο είλαη νη ηξηγσληθέο ηνπ ζρήκαηνο 3.5.  
 
΢σήμα 3.5: Οη ιεγόκελεο ηξηγσληθέο ζπλαξηήζεηο. Οη δύν ηειεπηαίεο        θαη 
      είλαη ζηελ πξαγκαηηθόηεηα κηζά ηξίγσλα.  
 
46 
 
Οη ζπλαξηήζεηο απηέο πεξηιακβάλνπλ θαη δύν κηζά ηξίγσλα ζηα άθξα ηνπ 
δηαζηήκαηνο  (αιιηώο  ν  γξακκηθόο  ζπλδπαζκόο         ζα  κεδεληδόηαλ  ζηα  άθξα 
z = ± L/2). Σν       εδώ έρεη ηελ κνξθή ηκεκαηηθά γξακκηθήο ζπλάξηεζεο.  
 
3.6.3  Δπηινγή ζπλαξηήζεσλ βάζεο: ΢πλαξηήζεηο βάζεο νιηθνύ πεδίνπ (entire 
domain basis functions)  
Οη παικηθέο θαη ηξηγσληθέο ζπλαξηήζεηο παικνύ είλαη κε-κεδεληθέο κόλν ζε 
έλα ηκήκα ηνπ δηαζηήκαηνο (-L/2, L/2). Γηα ηνλ ιόγν απηόλ ιέγνληαη ζπλαξηήζεηο 
βάζεηο ππνπεδίνπ (subdomain basis functions) θαη ιέκε όηη θάλνπκε 
δηαθξηηηθνπνίεζε (discretization) ηεο εμίζσζεο. Μπνξνύκε όκσο λα επηιέμνπκε θαη 
ζπλαξηήζεηο νιηθνύ πεδίνπ πνπ είλαη κε κεδεληθέο ζε νιόθιεξν ην δηάζηεκα (-L/2, 
L/2) (εθηόο ίζσο από κεκνλσκέλα ζεκεία ηνπ δηαζηήκαηνο.). Γηα παξάδεηγκα, νη 
ζπλεκηηνληθέο ζπλαξηήζεηο  ηνπ ζρήκαηνο 8 είλαη θαηάιιειεο όηαλ ε ιύζε       είλαη 
άξηηα θαη κεδελίδεηαη ζηα άθξα z = ± L/2, όπσο ζπκβαίλεη γηα ην ξεύκα      ζε κία 
θεξαία. 
    
   =     
[           
 
  ,  l=         ,…,N , κε | |< L/2          (3.18) 
 
 
΢σήμα 3.6:  Οη ηξείο πξώηεο ζπλεκηηνληθέο ζπλαξηήζεηο                                ηεο 
ζρέζεο (22). Όιεο είλαη άξηηεο θαη κεδελίδνληαη ζηα άθξα z = ± L/2.   
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΢αλ δεύηεξν παξάδεηγκα αλαθέξνπκε ηηο ζπλαξηήζεηο:  
     = 
       
  
 
√   
  
 
  
 , l=         ,…,N , κε | |< L/2           (3.19) 
όπνπ      ,      ,       ……. ηα γλσζηά πνιπώλπκα Chebyshev. Απηά είλαη  
θαηάιιεια όηαλ ε ιύζε      είλαη άξηηα θαη απεηξίδεηαη [16] ζηα άθξα z = ± L/2.  
Δπηινγή ηνπ αξηζκνύ ησλ ζπλαξηήζεσλ βάζεο: Μία αθόκε παξάκεηξνο πνπ πξέπεη 
λα επηιεγεί είλαη ν αξηζκόο Ν. Γεληθά κεγαιώλνληαο ην Ν απμάλνπκε (ε ηνπιάρηζηνλ 
ειπίδνπκε όηη απμάλνπκε) ηελ αθξίβεηα, ζε βάξνο όκσο ηνπ ππνινγηζηηθνύ θόζηνπο. 
Πνιιέο θνξέο – ηδίσο ζε κεγάια πξνβιήκαηα – ην Ν επηιέγεηαη εθ ησλ πξνηέξσλ κε 
εκπεηξηθά θξηηήξηα. Έηζη, γηα δηαθξηηηθνπνίεζε, βξίζθνπκε ζπρλά ζηελ βηβιηνγξαθία 
θξηηήξηα όπσο «ν αξηζκόο ζεκείσλ αλά κήθνο θύκαηνο». ΢ε κηθξόηεξα πξνβιήκαηα, 
πνιιέο θνξέο απμάλνπκε ην  Ν κέρξη ε αξηζκεηηθή ιύζε λα «θαηαιήμεη» ζε θάπνηα 
ηειηθή ηηκή. Απηή ε ηειηθή ηηκή ζπλήζσο είλαη θνληά ζηελ πξαγκαηηθή ηηκή ηεο 
ιύζεο ηεο νινθιεξσηηθήο εμίζσζεο. 
 
 
3.7  Δπίιπζε νινθιεξσηηθήο εμίζσζεο ηύπνπ Hallèn κε αξηζκεηηθέο 
κεζόδνπο / Μέζνδνο Galerkin κε παικηθέο ζπλαξηήζεηο (Galerkin 
Method Pulse Functions – GMPF) (Method A) 
 
Από ηελ (2.58) έρνπκε : 
 ∫     
             
 
     
            
  
   
     | |   , όπνπ   =√
  
  
 
       Ohm ε ραξαθηεξηζηηθή  εμίζσζε (θπκαηηθή) αληίζηαζε ηνπ θελνύ - ηνπ 
κέζνπ πνπ πεξηβάιιεη ηελ θεξαία. 
Τπνζέηνπκε        θαη        ην άγλσζην ξεύκα ζηελ νινθιεξσηηθή εμίζσζε 
(2.58) κε ηνλ αθξηβή θαη πξνζεγγηζηηθό ππξήλα αληίζηνηρα, θαη Η(z) νπνηνδήπνηε από 
ηα αλσηέξσ. Έζησ επίζεο Η(1)(z) θαη  Η(2)(z) ζπλαξηήζεηο πνπ ηθαλνπνηνύλ ηηο ζρέζεηο: 
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∫                    
 
     
 
  
   
     | |             (3.20a) 
θαη 
∫                    
 
     
                    (3.20b) 
αληίζηνηρα, κε z < h . Δπηιύνπκε αξηζκεηηθά ηελ (2.58) εθαξκόδνληαο ηελ Μέζνδν 
ησλ Ρνπώλ ζηηο εμηζώζεηο (3.20a) θαη (3.20b). Γηα ηελ κέζνδν Galerkin κε παικηθέο 
ζπλαξηήζεηο, ππνζέηνπκε ιύζε ηεο κνξθήο: 
     ∑   
    
                        (3.21) 
θαη 
     ∑   
    
                        (3.22) 
όπνπ ε παικηθή ζπλάξηεζε     ) δίλεηαη από ηελ ζρέζε: 
 
    )={
                        
 
 
       (  
 
 
)    
                                                                     
            (3.23) 
Σν πιάηνο ηνπ παικνύ    ζπλδέεηαη κε ην πιήζνο ησλ παικώλ 2N+1 ζύκθσλα κε ηελ 
ζρέζε: 
(2Ν+1)z 0 = 2h,  όπνπ 2h = L κήθνο θεξαίαο  θαη Ν ην πιήζνο ησλ ηκεκάησλ θαηά 
ηελ θαηάηκεζε. ΢πγθεθξηκέλα ζπάκε ηνλ αγσγό έζησ κήθνπο L, θαηά ηνλ άμνλα ησλ 
z, ζε Ν ην πιήζνο κηθξά θνκκάηηα πιάηνπο z0  θαη ππνινγίδνπκε ηα επηκέξνπο Η. ΢ην 
ηέινο ππνινγίδνπκε ην ζπλνιηθό. 
Αληηθαζηζηώληαο ηηο ζρέζεηο (3.21) θαη (3.22) ζηηο εμηζώζεηο (3.20a) θαη 
(3.20b) αληηζηνίρσο, πνιιαπιαζηάδνληαο κε   (z) θαη νινθιεξώλνληαο από z = -h 
έσο z = h , θαηαιήγνπκε ζηα δύν αθόινπζα ζπζηήκαηα εμηζώζεσλ: 
∑    
 
      
   
    
   
        ∑    
 
      
   
    
   
, με  =0,±1,±2,±3,…, ±N             (3.24) 
΢ηελ (3.24), νη ζπληειεζηέο    , πνπ είλαη δηπιά νινθιεξώκαηα πνπ 
εμαξηώληαη κόλν από ηελ παξάκεηξν l − n θαη όρη από ηα l θαη n μερσξηζηά. Γηα ηνλ 
ιόγν απηό ρξεζηκνπνηνύκε ηνλ ζπκβνιηζκό      αληί ηνπ    =    . Δπηπιένλ, ην 
δηπιό νινθιήξσκα, κε ρξήζε καζεκαηηθήο ηαπηόηεηαο: 
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∫ ∫              
  
 
  
  
 
  
 
  
  
 
= ∫  
  
 
     [               ,           (3.25) 
δύλαηαη λα απινπνηεζεί έηζη ώζηε: 
Al = A-l =∫     
  
 
  [                                     (3.26) 
Οη ζπληειεζηέο   
   
 θαη   
   
 ππνινγίδνληαη αλαιπηηθά από ηα εμήο νινθιεξώκαηα: 
  
   
  ∫
  
   
     | |    
   
 
 
    
   
 
 
    
= {
   
   
     
   
 
 
   
   
    
   
 
        | | 
           (3.27) 
  
   
  ∫           
   
 
 
    
   
 
 
    
 
 
 
      
   
 
                      (3.28) 
όπνπ ρξεζηκνπνηήζακε πσο     (| |)=               
 Μεηά ηνλ ππνινγηζκό ησλ   
   
 θαη    
   
, πξνζδηνξίδνπκε ηελ ζηαζεξά C από 
ηε ζρέζε: 
C   
  
   
  
                    (3.29) 
Καη έηζη θαηαιήγνπκε ζηελ ηειηθή αξηζκεηηθή ιύζε: 
I(z)   ∑   
 
          = ∑ [  
    
    +C  
   
]                  (3.30) 
΢πκβνιίδνπκε κε      θαη      ηηο ηηκέο ηνπ    ζηελ πεξίπησζε ηνπ αθξηβνύο 
θαη ηνπ πξνζεγγηζηηθνύ ππξήλα αληίζηνηρα. Αξθεί ινηπόλ λα ιύζνπκε ηα δύν 
ζπκκεηξηθά ζπζηήκαηα Toeplitz (3.24) δηαζηάζεσλ (2Ν+1) (2Ν+1)  γηα ηα   
   
 θαη  
  
   
, θαη ζηε ζπλέρεηα λα πξνζδηνξίζνπκε ηελ ζηαζεξά C από ηε (3.29). 
Δπηπξνζζέησο, ηζρύεη πσο   
   
    
   
 θαη   
   
    
   
. 
Απνδεηθλύεηαη όηη νη (3.24) θαη (3.29) (ειιείςεη ζθαικάησλ 
ζηξνγγπινπνίεζεο) είλαη ηζνδύλακεο κε έλα απιό γξακκηθό ζύζηεκα εμηζώζεσλ κε 
αγλώζηνπο ηηο κεηαβιεηέο      ,...,   θαη C. Οη παξάκεηξνη h, a θαη   , ζηελ πξάμε, 
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κπνξνύλ λα εθθξαζηνύλ σο πνιιαπιάζηα ηνπ κήθνπο θύκαηνο l=2p/k. ΢εκεηώλνπκε 
όηη ν παικόο       είλαη ηνπνζεηεκέλνο ζην ζεκείν z=0 θαη όηη ην κέγεζνο      
εθθξάδεη ηελ, θαηά πξνζέγγηζε, ζύλζεηε αγσγηκόηεηα ζην ζεκείν ηξνθνδνζίαο ηεο 
θεξαίαο. Όιεο νη αξηζκεηηθέο νινθιεξώζεηο εθηεινύληαη κε επαξθώο κηθξό ζθάικα 
ώζηε ην ζθάικα νινθιήξσζεο λα κπνξεί λα ζεσξεζεί ακειεηέν. 
 
 
3.8 Σερληθή ζεκεηαθήο ηζόηεηαο κε ηξηγσληθέο ζπλαξηήζεηο (Point-
Matching Technique with the use of Triangular functions)-PTMF 
 
΢ηε κέζνδν απηή αλαπηύζζνπκε ην άγλσζην ξεύκα Η(z) ζε έλα πεπεξαζκέλν 
άζξνηζκα 2Ν-1 ζπλαξηήζεσλ βάζεο       θαη έρνπκε: 
I(z)   ∑   
   
                            (3.31) 
Οη άγλσζηνη ζηελ παξαπάλσ εμίζσζε είλαη νη ζπληειεζηέο     ΢ηελ αλσηέξσ ζρέζε 
ρξεζηκνπνηήζακε ην   θαη νρη ην = δηόηη ε ιύζε I(z)  ηεο νινθιεξσηηθήο εμίζσζεο 
(3.31) γεληθά δελ κπνξεί λα γξαθεί αθξηβώο ζαλ ππέξζεζε πεπεξαζκέλνπ αξηζκνύ 
ζπλαξηήζεσλ  βάζεο,  αθξηβώο  όπσο  θαη  ζηελ (3.12).  Οη  ηξηγσληθέο  ζπλαξηήζεηο 
βάζεο       πνπ επηιέμακε ζηε ιύζε καο είλαη ηεο κνξθήο: 
     {
   | |
  
         
                    
  κε      
 
 
            (3.32) 
Γηα | |      ην πεδίν νξηζκνύ ηεο           είλαη(                 ). 
Σώξα εάλ ρξεζηκνπνηήζνπκε ηε ζρέζε (3.32) ζηελ εμίζσζε ηνπ Hallèn (2.58) ζα 
έρνπκε: 
∑   
   
        ∫                 
     
 
     
            
  
   
     | | ,  
κε                         (3.33) 
 Αλ   ηώξα   επηβάιινπκε    ηελ   ηζόηεηα   ζηα    2Ν+1   ζεκεία   θαηακεξηζκνύ   ηνπ 
ζσιελνεηδνύο  δηπόινπ         κε | |   , ηόηε πξόθεηηαη γηα ηερληθή 
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αληηζηνίρηζεο ζεκείσλ (point matching technique), θαη πξνθύπηεη ην αθόινπζν 
ζύζηεκα εμηζώζεσλ: 
 
∑    
   
                            
     
   
     |    |    κε | |             (3.34) 
όπνπ        ∫    
        
 
  
                          (3.35) 
κε | |    θαη | |      
Από ηνλ νξηζκό ησλ ηξηγσληθώλ ζπλαξηήζεσλ θαη επεηδή από ηε ζρέζε (3.3) έρνπκε 
όηη ν αθξηβήο ππξήλαο        
   είλαη άξηηα ζπλάξηεζε ηνπ  , ζα έρνπκε πσο: 
       ∫    
        
 
  
                  ==> 
      ∫    
        
        
        
 
   |       |
  
       ==>     
(αιιαγή κεηαβιεηήο ζην νινθιήξσκα κε            ==>   
      
     ∫              | |   
  
   
          ==>          
    ∫               | |   
 
   
 ∫               | |   
  
 
     ==> 
    ∫                   
 
   
 ∫                   
  
 
          ==> 
    ∫                    
  
 
 ∫                   
  
 
        ==> 
    ∫                                | |   
  
 
           (3.36) 
Έηζη         θαη νη ζπληειεζηέο     εμαξηώληαη κόλν από ηε δηαθνξά     θαη όρη 
από ηα   θαη   μερσξηζηά, επνκέλσο ζα είλαη         , κε                                        
Al = A-l =∫     
  
 
  [                          όπσο θαη ζηε ζρέζε (3.26), 
γηα | |    
΢πλεπώο ην ζύζηεκα ησλ εμηζώζεσλ ηεο (3.34) γίλεηαη: 
∑     
   
                            
     
   
     | |    | ,           (3.37) 
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κε  | |    θαη  =0,±1,±2,±3,…, ±N  
και  Al  απηό πνπ θαίλεηαη πην πάλσ (δειαδή ην ίδην κε ηε ζρέζε 3.26) 
Σν παξαπάλσ ζύζηεκα ηεο (3.37) είλαη ηζνδύλακν κε ηα δύν αθόινπζα ζπζηήκαηα 
Toeplitz: 
∑     
   
          
   
  
     
   
     | |    |    
   
, γηα  =0,±1,±2,±3,…, ±N         (3.38α) 
∑     
   
          
   
                     
   
, γηα  =0,±1,±2,±3,…, ±N          (3.38b) 
Όπσο θαη ζηελ πεξίπησζε ηεο GMPF (βιέπε ζρέζε 3.29), έηζη θαη εδώ νη άγλσζηνη 
ζπληειεζηέο    δίλνληαη από ηηο ζρέζεηο: 
     
       
   
                (3.39) 
C   
  
   
  
                    (3.40) 
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 4 
 
 
ΒΔΛΣΙ΢ΣΟΠΟΙΗ΢ΔΙ΢ – FFM 
 
 
4.1  Ζ νινθιεξσηηθή εμίζσζε γηα ηνλ αθξηβή ππξήλα:  Βειηηώζεηο 
 
΢ηελ παξνύζα παξάγξαθν ζα πξνζπαζήζνπκε λα εμάγνπκε έλαλ βειηησκέλν 
ηύπν γηα ηελ ζηαζεξά C ηεο ζρέζεο (3.29) , ν νπνίνο απνξξέεη από ηελ γλώζε ηεο 
ζπκπεξηθνξάο ηνπ ξεύκαηνο θνληά ζηα άθξα ηεο θεξαίαο [1]. 
Οη πνζόηεηεο Η(1)(z) θαη  Η(2)(z) ζπκπεξηθέξνληαη όπσο ε πνζόηεηα         
 
 
 θαζώο 
ην z  ±h , ελώ ην ζπλνιηθό ξεύκα εμαζζελεί σο        
 
 . Δίλαη αμηνζεκείσην ην 
γεγνλόο, όηη νη ελδηάκεζεο ιύζεηο Η(1)(z) θαη  Η(2)(z) δελ είλαη ηεηξαγσληθά 
νινθιεξώζηκεο. Γειαδή ηα νινθιεξώκαηα ∫ |
  
  
       |    θαη ∫ |
  
  
       |    
απνθιίλνπλ. 
Ζ ζπκπεξηθνξά απηή δεκηνπξγεί κία κηθξή δπζθνιία ζηελ εθαξκνγή ηεο 
αξηζκεηηθήο κεζόδνπ, εάλ ε ζηαζεξά C πξνζδηνξηζηεί από ηελ ζρέζε (3.29). Καζώο ε 
πνζόηεηα N  κεγαιώλεη, ε C (θαη καδί ηεο ε ζπλνιηθή αξηζκεηηθή ιύζε) ζπγθιίλεη 
κάιινλ αξγά.  
Ζ ζύγθιηζε δύλαηαη λα επηηαρπλζεί ζεκεηώλνληαο όηη     
 (√   )  θαζώο z  h, γεγνλόο πνπ ζπλεπάγεηαη πσο        [    
  
 
      
   
 
   = 
 
√ 
 . Δπνκέλσο αληί ηεο (3.29) κπνξνύκε λα ππνινγίδνπκε ηελ ζηαζεξά C από 
ηελ ζρέζε: 
C   
√     
         
   
√    
         
                         (4.1) 
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Έηζη ε ζύλζεηε αγσγηκόηεηα εηζόδνπ ζην θέληξν ηεο θεξαίαο (z=0 – diving point)  
ζα είλαη κεηά ηε βειηίσζε ηεο ζηαζεξάο C ζα είλαη: 
                             (4.2) 
κε:  
    
  
 
                       C   
√     
         
   
√    
         
    
Δκείο ππνινγίδνπκε ηελ αγσγηκόηεηα     
  
 
, ε νπνία ζεσξώληαο V=1 
θαηαρξεζηηθά ππνινγίδνπκε ην ξεύκα   .  
 
 
4.2  Σαρεία κέζνδνο  πνιιαπιώλ πόισλ-Fast Multipole Method (FMM)   
 
Ο αιγόξηζκνο ηεο κεζόδνπ FMM αλαπηύρζεθε από ηνπο Greengard & 
Rokhlin[13]
 θαη ρξεζηκνπνηεί αλαπηύγκαηα  πνιππόισλ γηα ηνλ ππνινγηζκό ησλ 
δπλακηθώλ ε ησλ δπλάκεσλ κε ηελ επηζπκεηή αθξίβεηα.  ΢πγθεθξηκέλα ζηεξίδεηαη 
ζηελ επέθηαζε ηεο δηαλπζκαηηθήο εμίζσζεο ηνπ Helmotz γηα πεξηζζόηεξνπο από 
έλαλ πόινπο. 
Ζ αξρηθή εηζαγσγή ηεο ηαρείαο πνιππνιηθήο  κεζνδνπ – FMM ζπζηάζεθε γηα 
πξώηε θνξά από ηνπο  Greengard θαη Rokhlin ζηα 2D θαη 3D πξνβιήκαηα, κε ζθνπό 
ηε κείσζε ηεο ππνινγηζηηθήο πνιππινθόηεηαο ησλ «Ν-body» πξνβιεκάησλ, 
εθαξκόδνληαο  κηα πξνζεγγηζηηθή ηερληθή ειεγρόκελνπ ζθάικαηνο ζηελ ζπλάξηεζε 
Green ηνπ ζπζηήκαηόο καο. Ο αιγόξηζκνο FMM  ησλ  Greengard θαη Rokhlin (1987) 
ζεσξείηαη έλαο εθ ησλ 10 θνξπθαίσλ ηνπ 20νπ αηώλα ελώ βειηηώζεθε αξγόηεξα από 
ηνπο  Schmidt & Lee[14]  νη νπνίνη θαη ηνλ εθάξκνζαλ ζε ζύζηεκα πεξηνδηθώλ 
ζπλζεθώλ.  
Αθόκα ε ηερληθή απηή επηηξέπεη ηελ αιιειεπίδξαζε πνπ νθείιεηαη ζε κία 
νκάδα ζσκαηηδίσλ ζαλ λα νθεηιόηαλ ζε έλα κνλάρα ζσκαηίδην. Όηαλ ε κέζνδνο 
FMM εθαξκόδεηαη ζε δηαλπζκαηηθά  ειεθηξνκαγλεηηθά πξνβιήκαηα, ε 
αιιειεπίδξαζε κεηαμύ θαιά ρσξηζκέλσλ νκάδσλ από ζπλαξηήζεηο βάζεσο κπνξεί 
λα ππνινγηζηεί αξθεηά γξήγνξα.  Απηό νδεγεί ζε έλαλ ηαρύηαην ππνινγηζκό ηνπ 
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γηλνκέλνπ δηαλπζκαηηθώλ πηλάθσλ δίρσο ηελ απνζήθεπζε πνιιώλ εθ ησλ ζηνηρείσλ 
ησλ πηλάθσλ. Απηή ε ηερληθή επνκέλσο επηηαρύλεη ηνπο ππνινγηζκνύο ελώ κεηώλεη 
ζεκαληηθά ην θόζηνο ηεο κλήκεο πνπ απαηηείηαη γηα ηέηνηνπ είδνπο πξνβιήκαηα.  
Δθαξκόδεηαη επίζεο επξέσο ζε κεγάια ζπζηήκαηα πξνβιεκάησλ κνξηαθήο 
δπλακηθήο, ζηε θπζηθή πιάζκαηνο, ζηε ξενινγία θαη θπξίσο ζηελ νπξάληα κεραληθή, 
έλαλ από ηνπο πην βαζηθνύο θιάδνπο ηεο αζηξνλνκίαο. Μεγάιν πιενλέθηεκα ηεο 
κεζόδνπ είλαη όηη ν ππνινγηζηηθόο ηεο  ρξόλνο  θιηκαθώλεηαη σο  O(N). Δάλ 
εθαξκόζνπκε ηε κέζνδν FMM ζηνλ ππνινγηζκό γηλνκέλνπ δηαλπζκαηηθώλ πηλάθσλ 
ηόηε ε πνιππινθόηεηα ηεο ιύζεο καο κπνξεί λα κεησζεί από Ο(Ν2) ζε 
πνιππινθόηεηα ηάμεο Ο(Ν). 
΢ηε κέζνδν FMM ην θειί ηεο πξνζνκνίσζεο ρσξίδεηαη ζε πνιιά κηθξόηεξνπ 
κεγέζνπο θειηά, ζύκθσλα κε ηνλ ιεγόκελν ηξόπν «tree structure or true codes». Δλ 
ζπλερεία ππνινγίδνληαη απ’ επζείαο νη ειεθηξνζηαηηθέο αιιειεπηδξάζεηο κηθξήο 
εκβέιεηαο, ελώ νη αιιειεπηδξάζεηο κεγαιύηεξεο  εκβέιεηαο ππνινγίδνληαη 
πξνζεγγηζηηθά κε αλαπηύγκαηα πνιππόισλ κεηαμύ νκάδσλ (clusters) ησλ 
ζσκαηηδίσλ. Οη νκάδεο ζσκαηηδίσλ δειαδή, ζε κεγάιεο απνζηάζεηο ζεσξνύληαη σο 
κία εληαία νκάδα. ΢ηε ζπλέρεηα νκαδνπνηώληαο ην ζύζηεκα ζε απμαλνκέλνπ 
κεγέζνπο νκάδεο, νη αιιειεπηδξάζεηο ππνινγίδνληαη πξνζεγγηζηηθά. Ζ πξνζέγγηζε 
απηή ηεο νκαδνπνίεζεο ησλ ζσκαηηδίσλ πξνηάζεθε αξρηθά από ηνλ Appel[15]  κε ηνλ 
αληίζηνηρν αιγόξηζκν λα θιηκαθώλεηαη κε βάζε ηνλ ππνινγηζηηθό ηνπ ρξόλν σο 
O(N)[16].  Ο αιγόξηζκνο απηόο ζηε ζπλέρεηα βειηηώζεθε από ηνπο Barnes et al[17]. 
Λεπηνκέξεηεο ηεο κεζόδνπ ζρεηηθά κε ηελ αθξίβεηα θαη ηελ ππνινγηζηηθή ηεο 
πνιππινθόηεηα πεξηγξάθνληαη ζε αληίζηνηρν άξζξν ηνπ Esselink[18].  
Όπσο αλαθέξεηαη ζηελ αλαθνξά [19] ζην ζρήκα 2.6[19]  παξνπζηάδεηαη ν 
ηξόπνο κε ηνλ νπνίν είλαη θαηαλεκεκέλα κε ηεξαξρηθό ηξόπν ηα θειηά ζ’ έλαλ 
αιγόξηζκν «tree code». Σν επίπεδν 0 αλαθέξεηαη ζην αξρηθό θειί ηεο πξνζνκνίσζεο, 
ελώ ηα επίπεδα  l+1   ζηελ ππνδηαίξεζε θάζε θειηνύ ην νπνίν αληηζηνηρεί ζε νρηώ ίζα 
θειηά, δειαδή ν αξηζκόο ησλ θειηώλ πνπ αληηζηνηρεί ζε έλα επίπεδν l είλαη 8l .  
Θεσξώληαο γηα παξάδεηγκα ην επίπεδν 3 ηνπ θειηνύ ηνπ ΢ρήκαηνο 2.6, ζην θειί κε ην 
όλνκα x αληηζηνηρνύλ νη θνληηλνί ηνπ γείηνλεο πνπ ζπκβνιίδνληαη κε n. Δπίζεο κε i 
ζπκβνιίδνληαη ηα θειηά ηα νπνία απνηεινύλ ηηο ιίζηεο αιιειεπίδξαζεο ηνπ θειηνύ x. 
Όπσο αλαθέξζεθε θαη παξαπάλσ, ε ηεξαξρία επηπέδνπ ζηα θειηά ρξεζηκνπνηείηαη 
πξνθεηκέλνπ λα γίλεη νκαδνπνίεζε  ησλ ζσκαηηδίσλ ζε δηάθνξεο θιίκαθεο ηνπ ρώξνπ 
έηζη ώζηε, λα πξαγκαηνπνηεζεί ν ππνινγηζκόο ηνπ ειεθηξνζηαηηθνύ δπλακηθνύ 
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αλάκεζα ζε απνκαθξπζκέλεο νκάδεο ζσκαηηδίσλ, ρξεζηκνπνηώληαο αλαπηύγκαηα 
πνιππόισλ.  
 
΢σήμα 4.1: Γηζδηάζηαηε αλαπαξάζηαζε ησλ θνληηλώλ γεηηόλσλ  θαη ησλ ιηζηώλ 
αιιειεπίδξαζεο ελόο πξνζνκνησηή θειηνύ κε ηελ κέζνδν FMM.  
 
Γηα  έλα θειί ην νπνίν αληηζηνηρεί ζε έλα ζπγθεθξηκέλν επίπεδν, ζρεκαηίδεηαη 
ην αληίζηνηρν αλάπηπγκα πνιππόισλ βαζκνύ p, ην νπνίν εθθξάδεη ην πεδίν ηνπ 
δπλακηθνύ αιιειεπίδξαζεο ηνπ θειηνύ απηνύ. ΢ηε ζπλέρεηα ππνινγίδεηαη ην 
αλάπηπγκα απηό γηα θάζε έλα ζσκαηίδην ην νπνίν αιιειεπηδξά κε ηε ιίζηα 
αιιειεπίδξαζεο.  
Ζ εθαξκνγή ηεο FMM ζε ζύζηεκα ηξηώλ δηαζηάζεσλ απαηηεί ηξείο 
κεηαζρεκαηηζκνύο ηνπ αλαπηύγκαηνο πνιππόισλ ηνπ ειεθηξνζηαηηθνύ δπλακηθνύ. 
Έζησ όηη έρνπκε  κία θαηαλνκή θνξηίσλ ζε κία ζέζε  ri = (ri, ζi, θi) κε θνξηίν qi. Σν 
ειεθηξνζηαηηθό δπλακηθό ζε έλα ζεκείν rj = (rj, ζj, θj) αξθεηά απνκαθξπζκέλν 
εθθξάδεηαη ζαλ αλάπηπγκα πνιππόισλ ηεο παξαθάησ κνξθήο:  
 (  )  ∑ ∑
  
 
    
  
       
 
                                                                 (4.3) 
  
  ∑   
 
     
   
                          (4.4) 
Όπνπ ηα   
   ππνδειώλνπλ ηηο ηνπηθέο ζηαζεξέο Legendre.  
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Άιιεο κέζνδνη νη νπνίεο βαζίδνληαη ζε αλαπηύγκαηα πνιππόισλ, γηα ηνλ 
ππνινγηζκό ειεθηξνζηαηηθώλ αιιειεπηδξάζεσλ πεξηιακβάλνπλ ηελ Reduced cell 
Multipole method (RCMM)[20], ηελ Particle- Particle Particle-Mesh/Multipole 
expansion (PPPM/MPE)[21][22]
  θαη ηελ κέζνδν Macroscopic Multipole Method 
(MMM).  
΢πλνςίδνληαο, κπνξνύκε λα πνύκε όηη ε κέζνδνο άζξνηζεο θαηά Ewald 
απνηειεί ηελ πην αμηόπηζηε πξνζέγγηζε ζην πξόβιεκα ππνινγηζκνύ ησλ 
ειεθηξνζηαηηθώλ αιιειεπηδξάζεσλ ζε πξνζνκνηώζεηο κνξηαθήο δπλακηθήο. 
Δλαιιαθηηθέο κέζνδνη νη νπνίεο βαζίδνληαη ζε κεηαζρεκαηηζκνύο  Fourier θαη ζε 
αλαπηύγκαηα πνιππόισλ θεξδίδνπλ έδαθνο ηα ηειεπηαία ρξόληα ιόγσ ηεο κεγάιεο 
κείσζεο ηνπ ππνινγηζηηθνύ ηνπο  ρξόλνπ. Θα κπνξνύζακε ζπλεπώο λα επηζεκάλνπκε 
όηη γηα ζπζηήκαηα πνπ απνηεινύληαη από ζπλνιηθό αξηζκό ζσκαηηδίσλ Ν:  
- Γηα Ν≤1000 ρξεζηκνπνηείηαη ε απζεληηθή κέζνδνο άζξνηζεο θαηά  Ewald  
- Γηα αξηζκό ζσκαηηδίσλ κεηαμύ 103≥Ν≤104 ρξεζηκνπνηνύληαη κέζνδνη νη νπνίεο 
βαζίδνληαη ζε γξήγνξνπο κεηαζρεκαηηζκνύο Fourier όπσο ε PPPM θαη ε PME 
κέζνδνο.  
- Γηα αξηζκό ζσκαηηδίσλ Ν≥105, νη πιένλ απνηειεζκαηηθέο είλαη κέζνδνη πνπ 
ρξεζηκνπνηνύλ αλαπηύγκαηα πνιππόισλ.  
 
 
4.3  Βαζηθά ζηνηρεία θαη επεμήγεζε ηεο κεζόδνπ FMM  
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΢σήμα 4.2: Γηδηάζηαηo παξάδεηγκα πξνζνκνίσζεο ηεο δηαίξεζεο ελόο θνπηηνύ κε ηελ 
κέζνδν FMM.  
 
Ζ κέζνδνο FMM επί ηεο νπζίαο πξνηείλεη ην δηαρσξηζκό κηα ζπλάξηεζεο   
ζε ζπγθεξθηκέλν αξηζκό νκάδσλ νη νπνίεο ζα εκπεξηέρνπλ ζεκεία πεγήο θαζώο 
επίζεο θαη ζεκεία από ηνλ ηειηθό καο ζηόρν ηα νπνία βξίζθνληαη θνληά ην έλα κε ην 
άιιν ζε δηαζηάζεηο, έηζη ώζηε λα κπνξνύκε λα αληηκεησπίδνπκε ηηο νκάδεο απηέο 
ησλ ζεκείσλ ζαλ έλα ζεκείν πεγήο θαη λα ην νλνκάζνπκε ηελ αιιειεπίδξαζε 
κεηαμύ ηνπο σο αιιειεπίδξαζε «θνληηλνύ πεδίνπ». 
Ζ αιιειεπίδξαζε ηνπ θνληηλνύ πεδίνπ θαζώο θαη  ε αμηνιόγεζε ηνπ ηειηθνύ 
ζεκείνπ εθηειείηαη από ηελ θαλνληθή αιιειεπίδξαζε ησλ ζεκείσλ αλά δύν. Γηα ηελ 
πξνζέγγηζε ηνπ καθξηλνύ πεδίνπ εθηεινύκε ηξία ζηάδηα: απηό ηεο άζξνηζεο -
ζπγθέληξσζεο (aggregation), ηεο κεηάθξαζεο (translation) θαη ηεο αλάιπζεο 
(disaggregation). Απηά ηα ζηάδηα βαζίδνληαη ζηνλ εθθπιηζκό ηνπ ππξήλα Κ. Ζ 
δηαδηθαζία ηεο άζξνηζεο αθνξά ην ζπζρεηηζκό ησλ ζεκείσλ ηεο πεγήο, θαη ηε 
ζπγθέληξσζή ηνπο ζε νκάδεο ελόο ζεκείνπ, ην νπνίν θαη ζπλήζσο ζην θέληξν ηνπ 
γθξνππ, κέζσ θάπνηαο ζπλάξηεζεο. Όηαλ νινθιεξσζεί απηή ε δηαδηθαζία γηα όιεο 
ηηο νκάδεο, νκαδνπνηνύκε ζε έλα ζύλνιν αιιειεπηδξάζεσλ, όιεο ηηο 
αιιειεπηδξάζεηο  κεηαμύ νπνηνλδήπνηε δύν κε - γεηηνληθώλ θέληξσλ ησλ νκάδσλ, 
θαη αμηνινγνύκε ηηο επηδξάζεηο ησλ ζεκείσλ ηνπ ελόο γθξνππ, κε απηέο από θάπνην 
άιιν θαη ηε δηαδηθαζία απηή ηελ θαινύκε «κεηάθξαζε»  (translation) . ΢εκεηώζηε όηη 
απηή ε δηαδηθαζία γίλεηαη κόλν κεηαμύ ησλ θέληξσλ ησλ νκάδσλ, αλεμάξηεηα από ηηο 
ζέζεηο ησλ ζεκεηαθώλ πεγώλ. 
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΢σήμα 4.2: Γηδηάζηαηε αλαπαξάζηαζε αιιειεμάξηεζεο κεηαμύ ηνπ θέληξνπ βάξνπο ησλ 
πόισλ ζε δηαθνξεηηθά επίπεδα ηεο κεζόδνπ FMM     
 
Πην ζπγθεθξηκέλα ζα εθαξκόζνπκε ηε κέζνδν FMM κε ζηόρν ηελ επηηάρπλζε 
ηνπ επαλαιεπηηθήο κεζόδνπ επίιπζεο ηεο κεζόδνπ ησλ ξνπώλ(ΜΟΜ).  Δκείο ζα 
εμεηάζνπκε ηελ εθαξκνγή ηεο κεζόδνπ ζε κνλνδηάζηαην πξόβιεκα ηεο ιεπηήο 
γξακκηθήο θεξαίαο. Αθνινύζσο επηθεληξνλόκαζηε ζηηο βαζηθέο αξρέο ηνπ FMM 
αιγνξίζκνπ θαη ζηα βαζηθά ζηάδηα ηνπ ζρεκαηηζκνύ ηεο ιύζεο κε ηε κέζνδν FMM. 
 
 
4.4  Αλάιπζε κεζόδνπ  FMM  θαη  εθθπιηζκόο  ππξήλα  
 
Μεηά από κηα γεληθή επηζθόπεζε ηνπ αιγνξίζκνπ FMM, είλαη θαηξόο λα 
δνύκε πώο κπνξνύκε λα πινπνηήζνπκε ηα ζηάδηα ηεο ζπλάζξνηζεο (ζπζζσκάησζεο), 
αιιαγήο (κεηάθξαζεο) θαη επηκεξηζκνύ γηα δύν μερσξηζηά ζύλνια ηα νπνία είλαη 
πνιύ καθξηά ην έλα από ην άιιν ζε κηα ζπγθεθξηκέλε εμίζσζε Kernel, (πνπ ζηελ 
πεξίπησζή καο είλαη ε ζπλάξηεζε ηνπ Green ηεο εμίζσζε Helmholtz, δίρσο ηε 
ζηαζεξά 1/4π). Αο ππνζέζνπκε ππξήλα ηεο κνξθήο: 
        
    |    |
|    |
                  (4.5) 
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(πνιύ θνληά ζηνλ πξνζεγγηζηηθό ππξήλα ηεο κνξθήο         
    √ 
    
√     
, | |    
όπσο είρακε δεη ζηελ εμίζσζε ....) 
όπνπ    θαη   είλαη ηα ζεκεία πεγήο θαη παξαηήξεζεο αληίζηνηρα. Ο απν πάλσ 
ππξήλαο θαιείηαη δηαρσξίζηκνο ή εθθπιηζκέλνο εάλ : 
         ∑      
 
                           (4.6) 
Υξεηαδόκαζηε απηόλ ηνλ εθθπιηζκό ώζηε λα παξνπζηάζνπκε ηελ εμίζσζε (4.5) ζε 
κνξθή πνιιαπιαζηαζκνύ πηλάθσλ ώζηε λα κπνξέζνπκε λα ιύζνπκε ην πξόβιεκά 
καο. Αο ηξνπνπνηήζνπκε ιίγν ηε ζρέζε (4.6) πξνζζέηνληαο κηα κηθξή ζεηηθή ζηαζεξά 
d (offset)  ζηελ ζέζε ηεο πεγήο καο. Έηζη ζα έρνπκε: 
    |   
   |
|      |
 
    |   |
|   |
                  (4.7) 
όπνπ D =                       (4.8) 
Από ηνλ νξηζκό ηεο δεπηέξνπ είδνπο ζθαηξηθήο ζπλάξηεζεο Hankel θαη κε ηε ρξήζε 
ηνπ ζεσξήκαηνο πξόζζεζεο γηα ζθαηξηθά θύκαηα [11] έρνπκε: 
    |   |
|   |
    ∑         
  (2l+1)      | |    
   
(k| |)     ̂  ̂               (4.9) 
Με       λα είλαη νη ζθαηξηθέο Bessel ζπλαξηήζεηο θαη       ηα πνιπώλπκα Legendre 
βαζκνύ  . ΢ύκθσλα κε ην [12] κπνξνύκε λα κεηαηξέςνπκε ηελ εμίζσζε (4.7) ζε έλα 
επηθαλεηαθό νινθιήξσκα επάλσ ζηε κνλαδηαία ζθαίξα κέζσ ηεο ζρέζεο: 
             | |     ( ̂  ̂)   ∬  
    ̂  
 
  ( ̂  ̂)             (4.10) 
Όπνπ  ̂ είλαη ην κνλαδηαίν αθηηληθό δηάλπζκα ζηελ επηθάλεηα ηεο ζθαίξαο. Έηζη 
κέζσ ηεο (4.10) ε (4.9) γίλεηαη: 
    |   |
|   |
  
 
  
∬     ̂  ∑  
 
      
    (2l+1)    
   
(k| |)     ̂  ̂               (4.11) 
Με ην άζξνηζκα  λα δηαθόπηεηαη ζε έλαλ πεπεξαζκέλν αξηζκό L(αξηζκόο απνθνπήο), 
ν νπνίνο θαη νξηνζεηεί ηηο απνδεθηέο ηηκέο ησλ d θαη D. Έηζη ζα έρνπκε: 
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    |   |
|   |
 ∬      ̂         ̂                      (4.12) 
όπνπ  
  (   ̂  )   
 
  
 ∑         
    (2l+1)    
   
(k| |)     ̂  ̂            (4.13)  
ε νπνία αλαθέξεηαη σο ζπλάξηεζε κεηαθνξάο. Απηή ε ζπλάξηεζε κεηαθνξάο 
κεηαηξέπεη ηα εμεξρόκελα θύκαηα πνπ αθηηλνβνινύληαη από κηα ζεκεηαθή πεγή ζε 
έλα ζύλνιν από εηζεξρόκελα ζθαηξηθά θύκαηα ζην ζεκείν παξαηήξεζεο [14]. 
Σώξα εάλ ζεσξήζνπκε ην δηάηαμε πνπ θαίλεηαη παξαθάησ ζην ζρήκα 4.4, όπνπ α θαη 
β είλαη ηα δύν ζεκεία παξαηήξεζεο θαη πεγήο αληίζηνηρα ζρεηηθά θνληά κεηαμύ ηνπο 
ζε ζρέζε κε ηνλ κήθνο θύκαηνο ι κε ηα    θαη     θαη ηελ απόζηαζε D(     ). 
 
΢σήμα 4.4 Αλάιπζε δηαλύζκαηνο 
Μπνξνύκε λα γξάςνπκε πσο: 
V =                    
ή V =                              (4.14) 
Με ρξήζε ηεο εμίζσζεο (4.12) θαη από ηε ζπλάξηεζε Green παίξλνληαο ην άζξνηζκα 
γηα όια ηα Ν ζεκεία πεγήο πξνθύπηεη: 
∑
    |   |
|   |
     ∬ ∑  
    ̂ (        )     
      ̂                   (4.15)  
κε ζπλάξηεζε κεηαθνξάο: 
  (   ̂    )  
 
  
∑         
    (2l+1)    
   
(k|   |)     ̂    ̂                (4.16) 
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Οη αλσηέξσ εμίζσζε (4.16) απνδεηθλύεη πσο ε ζπλάξηεζε κεηαθνξάο εμαξηάηαη 
κόλν από ην     πνπ δειώλεη ηελ απόζηαζε κεηαμύ ησλ θέληξσλ δύν γεηηνληθώλ 
νκάδσλ. Δπηπξνζζέησο, εάλ κεηαθηλήζνπκε ηελ πεγή ή ηα ζεκεία (      θαηά κηα 
κηθξή απόζηαζε από ηελ πξνεγνύκελε ζέζε ηνπο, ηόηε ε ζπλάξηεζε κεηαθνξάο δελ 
ζα αιιάμεη θαη ν ππνινγηζκόο ηεο καο δείρλεη ηελ αιιειεπίδξαζε κεηαμύ δύν 
ζεκείσλ πνπ βξίζθνληαη θνληά ζηα θέληξα   θαη  . Παξαηεξώληαο ηελ εμίζσζε 
(4.13), βιέπνπκε πσο ν ππνινγηζκόο ηνπ αζξνίζκαηνο ζπλαξηήζεσλ Green κεηαμύ 
ηνπ ζεκείνπ   θαη όισλ ησλ ζεκείσλ πεγήο    θνληά ζην   κπνξεί εύθνια λα 
δηεμαρζεί, απνδεηθλύνληαο έλαλ γξήγνξν ηξόπν ππνινγηζκνύ γηλνκέλνπ 
δηαλπζκαηηθώλ πηλάθσλ.  
Έηζη γηα θάζε ζεκείν πεγήο    ππνινγίδνπκε ηελ ηηκή  
    ̂      ηελ νπνία θαη 
θαινύκε ζπλάξηεζε αθηηλνβνιίαο. Έπεηηα όιεο απηεο νη ζπλαξηήζεηο γηα θάζε πεγή 
αζξνίδνληαη κε ζηόρν ηνλ ππνινγηζκό ηνπ ηνπηθνύ πεδίνπ ζην  , ζην θέληξν ηνπ 
ηκήκαηνο. Δλ ζπλερεία ην πεδίν απηό κεηαδίδεηαη κε ηε ρξήζε ηεο ζπλάξηεζεο 
κεηαθνξάο θαη δεκηνπξγεί ηνπηθό πεδίν ζην  , ζην θέληξν ηνπ ηκήκαηνο. Ο 
πνιιαπιαζηαζκόο απηνύ ηνπ ηνπηθνύ πεδίνπ κε      ̂     θαη κε ηελ νινθιήξσζή ηνπ 
επί ηεο κνλαδηαίαο ζθαίξαο, πξνθύπηεη ην επηζπκεηό άζξνηζκα.  
 
 
4.5  Δθαξκνγή ηεο FMM ζηηο ΜΟΜ 
 
4.5.1  Δπαλεμέηαζε ηνπ πξνβιήκαηνο 
Ζ ιύζε καο ζηε κέζνδν ησλ ξνπώλ μεθηλάεη κε ηε δηαθξηηνπνίεζε ηνπ πεδίνπ 
ηνπ πξνβιήκαηνο ζε ζεκεία πεγήο    θαη παξαηήξεζεο    ζηνλ άμνλα θαη ζηελ 
επηθάλεηα αληίζηνηρα (ηα νπνία ρξεζηκνπνηνύκε θαη ζηνπο αληίζηνηρνπο θώδηθεο κε 
Matlab). Ζ πξνζέγγηζε ηνπ ξεύκαηνο από ηελ άζξνηζε  ησλ ζπλαξηήζεσλ βάζεο 
ζηελ πεξίπησζε ηεο νινθιεξσηηθήο εμίζσζεο ηνπ Hallén κε ζπλαξηήζεηο βάζεο ηηο 
          
    
 
  ζα δώζεη: 
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∫ ∑       
    
 
 
     
   
       
 
 
 =  
 
 
[               | |    ==> 
∑   ∫     
    
 
 
     
   
   
 
 
       
 
 
[               | |           (4.17) 
όπνπ    √          , θαη εάλ πάξνπκε ην εζσηεξηθό γηλόκελν ζηελ (4.17) θαη 
ζηηο δύν κεξηέο ηηο εμίζσζεο κε ηηο ζπλαξηήζεηο βάζεσλ          
   
 
  θαη 
νινθιεξώζνπκε ζα έρνπκε: 
∑   ∫     
   
 
 
 
 ∫     
    
 
 
     
   
     
 
 
     ∫  
 
 
    
    
 
 
 
 
[               | |        
                   (4.18) 
Ζ παξαπάλσ εμίζσζε (4.18) κπνξεί λα κεηαηξαπεί ζε κία εμίζσζε πηλάθσλ ηεο 
κνξθήο     
  
 
 (όπσο δείμακε ζηελ παξάγξαθν 3.7 θαη ελ ζπλερεία ζε βειηίσζε 
ζηελ 4.1) κε αγλώζηνπο ξεπκαηηθνύο ζπληειεζηέο   . Ο επζύο ππνινγηζκόο ησλ 
ζηνηρείσλ ηνπ πίλαθα ηεο ζύλζεηεο   , ε αληηζηξνθή ηνπ πίλαθα   θαζώο θαη ν 
πνιιαπιαζηαζκόο πηθάθσλ         
-1    απαηηνύλ ρξόλν θαζώο θαη πςειή 
θαηαλάισζε κλήκεο. Γηα ην ιόγν απηό ηξνπνπνηνύκε ηελ ιύζε ηελ νπνία έρνπκε ήδε 
θάλεη ζηελ εμίζσζε Hallén κε ηε ρξήζε ηνπ αιγνξίζκνπ FMM. 
 
4.5.1  FMM θαη Galerkin 
΢ηε ιύζε FMM ηεο κεζόδνπ Galerikn, ιακβάλνπκε ππόςε ηελ απόζηαζε κεηαμύ 
θάζε δεύγνπο ζεκείσλ πεγήο θαη ηειηθνύ (επηζπκεηνύ) ζεκείνπ, κηαο θαη αξθεηά εμ 
απηώλ είλαη αξθεηά καθξηά κεηαμύ ηνπο. Ωο εθ ηνύηνπ, ζηηο δηαλπζκαηηθέο κήηξεο 
αιιειεπίδξαζεο    θαη  ,   δύλαηαη θαλείο λα αλαιύζεη θάζε όξν ησλ 
δηαλπζκαηηθώλ πηλάθσλ απηώλ ζηε κνξθή: 
     [  
       
     *
     
    
+     
             
            
Απηό ζεκαίλεη όηη ζε θάζε ζεκείν παξαηήξεζεο, ε ζπλνιηθή επίδξαζε ηεο πεγήο 
είλαη ε άζξνηζε ηεο επίδξαζεο ησλ πεγώλ θνληά ζην ζεκείν παξαηήξεζεο (ζην εγγύο 
πεδίν) θαη ηεο επίδξαζεο ησλ πεγώλ καθξηλνύ πεδίνπ. Γηα ηηο πεγέο ηνπ εγγύο-πεδίνπ 
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από ην ζεκείν παξαηήξεζεο, εθαξκόδνπκε ηνλ ζπλεζηζκέλν πνιιαπιαζηαζκό 
δηαλπζκαηηθώλ πηλάθσλ όπσο πξνέθπςε από ηε κέζνδν Galerkin, θαη θξαηάκε ηηο 
ηηκέο πνπ βξίζθνπκε γηα θάζε ζεκείν παξαηήξεζεο   . Έπεηηα ππνινγίδνπκε ηηο 
επηδξάζεηο (απνηειέζκαηα) ηνπ καθξηλνύ πεδίνπ γηα ην ίδην ζεκείν παξαηήξεζεο θαη 
ηέινο πξνζζέηνπκε ηηο ηηκέο απηέο ζηηο πξνεγνύκελεο ηηκέο πνπ είρακε θξαηήζεη γηα 
λα βξνύκε ην ζπλνιηθό απνηέιεζκα ζην ζπγθεθξηκέλν ηειηθό ζεκείν. 
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 5 
 
 
ΑΠΟΣΔΛΔ΢ΜΑΣΑ 
 
 
5.1   Απνηειέζκαηα επίιπζεο νινθιεξσηηθήο εμίζσζεο ηύπνπ Hallén 
 
Μαο  ελδηαθέξεη γεληθά ε κηγαδηθή ηηκή ηνπ ξεύκαηνο θαη έρνπκε κηγαδηθή 
αληίζηαζε εηζόδνπ. 
Με ρξήζε ηεο εμίζσζεο ηνπ Hallén ππνινγίδνπκε ηελ θαηαλνκή ηνπ ξεύκαηνο 
Η(z) ζε έλα δίπνιν κήθνπο  . ΢ηα αθόινπζα ζρήκαηα θαίλεηαη ην ξεύκα     θαη       
θαηά κήθνο ηνπ άμνλα z.  
΢ηελ επίιπζή καο ρξεζηκνπνηήζακε γηα ζπλαξηήζεηο βάζεο πνπ είλαη 
ζπλαξηήζεηο ππνπεδίνπ θαζώο θαη ηε ζπλάξηεζε δέιηα ηνπ Dirac. Ζ αξηζκεηηθή 
ιύζε ηεο εμίζσζεο θαίλεηαη ζηα ζρήκαηα πνπ αθνινπζνύλ. 
Με θόθθηλν ρξώκα απεηθνλίζακε ην θαληαζηηθό κέξνο       θαη κε κπιέ ην 
πξαγκαηηθό     ηνπ ξεύκαηνο Η ή άιισο ηεο ζύλζεηεο αγσγηκόηεηαο εηζόδνπ   ,  
εθόζνλ ζεσξνύκε ηάζε V=1 ζην δηάθελν. 
΢ε όια ηα θάησζη απνηειέζκαηα έρνπκε ππνζέζεη εθαξκνδόκελε ηάζε 
δηάθελνπ ίζε κε 1V θαη αθηίλα θεξαίαο a=0.007022 (θαζαξόο αξηζκόο ζε ζπζρεηηζκό 
κε ην κήθνο θύκαηνο l(ι) - όπνπ θαη ην κήθνο θύκαηνο ιόγσ ηεο ππόζεζεο καο ι=c/f 
κε c=f είλαη κνλαδηαίν). 
Οη παξάκεηξνη h, a θαη z0 , ζηελ πξάμε, κπνξνύλ λα εθθξαζηνύλ σο 
πνιιαπιάζηα ηνπ κήθνπο θύκαηνο  ι=2π / k . ΢εκεηώλνπκε όηη ην κέγεζνο I0/V 
εθθξάδεη ηελ - θαηά πξνζέγγηζε - ζύλζεηε αγσγηκόηεηα ζην ζεκείν ηξνθνδνζίαο ηεο 
θεξαίαο. ΢ηα αξηζκεηηθά απνηειέζκαηα πνπ αθνινπζνύλ, νη αξηζκεηηθέο 
νινθιεξώζεηο εθηεινύληαη κε επαξθώο κηθξό ζθάικα ώζηε ην ζθάικα νινθιήξσζεο 
λα κπνξεί λα ζεσξεζεί ακειεηέν. 
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΢σήμα 5.1 Καηαλνκή ξεύκαηνο γηα           (h/ι=1) θαη πιήζνο ηκεκάησλ 
δηαθξηηνπνίεζεο Ν=61 
 
Ο αληίζηνηρνο θώδηθαο ζε Matlab (HALLEN.m) αθνινπζεί. 
clc 
clear all 
syms z 
c=3.0e+08;                  %Speed of light% 
f=3.0e+08;                  %Operating Frequency% 
ze=120*pi;                  %ze = zeta = 376.7303, approximately 
zeta=120*pi% 
V0 = 1;                     %Assumed applied gap voltage V0 = 1% 
l = c/f;                    %Wavelength of the field-lamda% 
L = l/2;                    %Length of the Antenna in Wavelengths - 
as lamda=1% 
a = 0.0047;                 %Radius of the Antenna in Wavelengths - 
as lamda=1% 
k = 2*pi/l; 
N = 100;                    %Number of Segments% 
q =1;                       %Charge% 
h =L/2;                     %Antenna half-length% 
z0 = h/N;                   %sample spacing% 
D = 2*q*z0;                 %Delta% 
y=linspace (-0.5*L,0.5*L,N); 
zm = -0.5*L-D;  
for j=1:N+1 
     zm=zm+D; 
     zn=-0.5*L+D/2; 
     for n=1:N+1 
         A(j,n)= kernel(z,a,zm,zn,k,D); 
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         zn=zn+D; 
     end 
     A(j,N+1)=-i*cos(k*zm)/(ze); 
     V(j,1)=[-i*V0*sin(k*abs(zm))]/(2*ze); 
end 
Ainv=inv(A); 
I=(Ainv*V); 
for i=1:N 
    H(i,1)=I(i,1); 
end 
plot(y,abs(H),y,real(H),'y',y,imag(H),'m') 
xlabel('Length of the Antenna (m)') 
ylabel('Current density I(z) (A/m)') 
title('Current distribution over the Antenna') 
 
function f=kernel(z,a,zm,zn,k,D) 
    R=sqrt(a^2+(z-zm)^2); 
    g=inline([exp(-i*k*R)/(4*pi*R)]); 
    f=quad(g,zn,zn+D/2); 
end 
 
 
 
5.2   Mνληεινπνίεζε   DFG  κε  GMPF 
 
 
Ο αθόινπζνο θώδηθαο αληηζηνηρεί ζηα θεθάιαηα 3.1, 3.7 θαη 4.1. ΢ε όια ηα 
θάησζη απνηειέζκαηα έρνπκε ππνζέζεη εθαξκνδόκελε ηάζε δηάθελνπ ίζε κε 1V θαη 
αθηίλα θεξαίαο a=0.007022(θαζαξόο αξηζκόο ζε ζπζρέηηζκν κε ην κήθνο θύκαηνο 
l(ι) - όπνπ θαη ην κήθνο θύκαηνο ιόγσ ηεο ππόζεζεο καο ι=c/f κε c=f είλαη 
κνλαδηαίν). 
 Σν αθόινπζν πξόγξακκα καο βνεζά ζηνλ ππνινγηζκό ηεο ζύλζεηεο 
αγσγηκόηεηαο    ζην θέληξν ηεο θεξαίαο (z=0) θαζώο θαη ην πξαγκαηηθό αιιά θαη ην 
θαληαζηηθό κέξνο ηνπ ξεύκαηνο ηεο θεξαίαο. Καινύκε ηo πξόγξακκα 
DFGGMPF1.m: 
 
clc  
clear all 
                            %syms z            
c=3.0e+08;                  %Speed of light% 
f=3.0e+08;                  %Operating Frequency% 
l=c/f;                      %Wavelength of the field - lamda% 
ze=120*pi;                  %ze = zeta = 376.7303, approximately 
zeta=120*pi% 
V0=1;                       %Assumed applied gap voltage V0 = 1% 
L=0.5;                      %Length of the Antenna in Wavelengths - 
as lamda=1% 
a=0.007022;                 %Radius of the Antenna in Wavelengths - 
as lamda% 
k=2*pi;                     %k = 2*pi/lambda,(lambda=1 units)% 
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N=200;                      %Number of Segments% 
q=1;                        %Charge% 
h=L/2;                      %Antenna half-length% 
z0=(2*h)/(2*N+1);           %sample spacing% 
D=2*q*z0;                   %Delta% 
for l=1:(2*(N)+1) 
    B1(l)=(i*V0)*sin(k*z0/2)*sin(k*z0*abs(N+1-l))/(ze*k); 
end 
B1(N+1)=(i*2*V0)*(sin(k*z0/4))*(sin(k*z0/4))/(ze*k); 
for l=1:(2*(N)+1) 
    B2(l)=(2/k)*sin(k*z0/2)*cos(k*z0*(N+1-l)); 
end 
Bl1 = B1(:); 
Bl2 = B2(:); 
for l=1:(2*(N)+1) 
    [M,errbnd]=quadgk(@(z)pA(z,a,k,z0,l),0,z0,'RelTol',1e-
13,'AbsTol',1e-13); 
    A1(l)=M; 
end 
for d=1:(2*(N)+1) 
    for e=1:(2*(N)+1) 
        A(d,e)=A1(1+abs(d-e)); 
    end 
end 
Il1=inv(A)*Bl1; 
Il2=inv(A)*Bl2; 
C=(Il1(2*N)-sqrt(3)*Il1(2*N+1))./(sqrt(3)*Il2(2*N+1)-Il2(2*N)); %From 
(4.1)% 
Z1=(Il1(N)+C*Il2(N));    
G1=real(Z1) ;  
B1=imag(Z1) ; 
Z=(Il1(N+1)+C*Il2(N+1));                            %From (3.30) and 
(4.2)% 
G=real(Z) 
B=imag(Z) 
In=(Il1+C*Il2);                                     %I(z)% 
z=linspace(-h,h,2*N+1); 
figure(1); 
plot(z,real(In)) 
xlabel('Dipole Length (m)') 
ylabel('I(z),Real Part of Current density (A/m)') 
figure(2); 
plot(z,imag(In)) 
xlabel('Dipole Length (m)') 
ylabel('I(z),Imaginary Part of Current density (A/m)') 
 
όπνπ 
function f=pA(z,a,k,z0,l) 
    f1=purhnasex1(z+l*z0,a,k); 
    f2=purhnasex1(z-l*z0,a,k); 
    f=(z0-z).*(f1+f2); 
end 
 
θαη 
 
function f = purhnasex1(z,a,k) 
g=(quadv(@(th)(exp(i*k.*sqrt(z.^2+(2*a*sin(th/2)).^2))./sqrt(z.
^2+(2*a*sin(th/2)).^2)), -pi, pi,1.e-8)); 
f=g./(8*pi^2); 
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end 
 
θαη αλνίγνπκε ηα πξνγξάκκαηα κε ηα αληίζηνηρα νλόκαηα  pA.m θαη purhnasex1.m. 
Απνηειέζκαηα αλσηέξσ θώδηθα κε ηηο θάησζη αλαγξαθόκελεο ζηαζεξέο, δειαδή γηα : 
-k=2·π (ν θπκαηαξηζκόο) 
-Αθηίλα a=0.007022 κνλάδεο κήθνπο θύκαηνο (ζεσξνύκε κνλαδηαίν κήθνο θύκαηνο 
ιάκδα=1, αθνύ ζεσξνύκε c=f), δειαδή a/ι = 0.007022 
-Μήθνο θεξαίαο            , δειαδή h/ι=0.25 
-Πιήζνο ηκεκάησλ δηαθξηηνπνίεζεο Ν=200. 
Με ηηο αλσηέξσ ζηαζεξέο ε θιήζε ηνπ πξνγξάκκαηόο καο, δίλεη : 
   = 0.0083 + 0.0010i (΢ύλζεηε αγσγηκόηεηα-{Iex,0/V})  
G = 0.0083 (Re{Iex,0/V}) 
B = 0.0010 (Im{Iex,0/V}) 
 
΢σήμα 5.2  Re{Iex/V}. Πξαγκαηηθή θαηαλνκή ξεύκαηνο γηα             (h/ι=0.25) 
θαη πιήζνο ηκεκάησλ δηαθξηηνπνίεζεο Ν=200. 
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΢σήμα 5.3  Im{Iex/V}. Φαληαζηηθό κέξνο ηνπ ξεύκαηνο ηεο θεξαίαο γηα             
(h/ι=0.25) θαη πιήζνο ηκεκάησλ δηαθξηηνπνίεζεο Ν=200. 
 
Σα αλσηέξσ απνηειέζκαηα είλαη ζε πιήξε ηαύηηζηε κε ηα απνηειέζκαηα ηεο 
δηδαθηνξηθήο δηαηξηβήο ηνπ Ησάλλε Σαζηζόγινπ [24] (ζρήκαηα 2.1-2.2) 
 
Απνηειέζκαηα αλσηέξσ θώδηθα κε ηηο θάησζη αλαγξαθόκελεο ζηαζεξέο, δειαδή γηα : 
-k=2·π (ν θπκαηαξηζκόο) 
-Αθηίλα a=0.007022 κνλάδεο κήθνπο θύκαηνο (ζεσξνύκε κνλαδηαίν κήθνο θύκαηνο 
ιάκδα=1, αθνύ ζεσξνύκε c=f), δειαδή a/ι = 0.007022 
-Μήθνο θεξαίαο        , δειαδή h/ι=0.5 
-Πιήζνο ηκεκάησλ δηαθξηηνπνίεζεο Ν=200. 
Με ηηο αλσηέξσ ζηαζεξέο ε θιήζε ηνπ πξνγξάκκαηόο καο, δίλεη : 
   = 0.0012 - 0.0041i (΢ύλζεηε αγσγηκόηεηα-{Iex,0/V}) 
G = 0.0012 (Re{Iex,0/V}) 
B = - 0.0041 (Im{Iex,0/V}) 
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΢σήμα 5.4  Re{Iex/V}. Πξαγκαηηθή θαηαλνκή ξεύκαηνο γηα         (h/ι=0.5) θαη 
πιήζνο ηκεκάησλ δηαθξηηνπνίεζεο Ν=200. 
 
 
΢σήμα 5.5  Im{Iex/V}. Φαληαζηηθό κέξνο ηνπ ξεύκαηνο ηεο θεξαίαο γηα         
(h/ι=0.5) θαη πιήζνο ηκεκάησλ δηαθξηηνπνίεζεο Ν=200 
 
Όπσο έρνπκε πεη θαη πην πάλσ ζηελ εξγαζία καο, ππνινγίδνληαο ηε ζύλζεηε 
αγσγηκόηεηα   ππνινγίδνπκε θαη ην ξεύκα Η κίαο θαη V=1. 
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5.3  Mνληεινπνίεζε DFG κε PMTF 
 
 
Ο αθόινπζνο θώδηθαο αληηζηνηρεί ζηα θεθάιαηα 3.1, 3.8 θαη 4.1. ΢ε όια ηα 
θάησζη απνηειέζκαηα έρνπκε ππνζέζεη εθαξκνδόκελε ηάζε δηάθελνπ ίζε κε 1V θαη 
αθηίλα θεξαίαο a=0.007022 (θαζαξόο αξηζκόο ζε ζπζρεηηζκό κε ην κήθνο θύκαηνο 
l(ι) - όπνπ θαη ην κήθνο θύκαηνο ιόγσ ηεο ππόζεζεο καο ι=c/f κε c=f είλαη 
κνλαδηαίν). 
Σν αθόινπζν πξόγξακκα καο βνεζά ζηνλ ππνινγηζκό ηεο ζύλζεηεο 
αγσγηκόηεηαο    ζην θέληξν ηεο θεξαίαο (z=0) θαζώο θαη ην πξαγκαηηθό αιιά θαη ην 
θαληαζηηθό κέξνο ηνπ ξεύκαηνο ηεο θεξαίαο. Καινύκε ηo πξόγξακκα 
DFGPMTF1.m: 
 
clc  
clear all 
                            %syms z            
c=3.0e+08;                  %Speed of light% 
f=3.0e+08;                  %Operating Frequency% 
l=c/f;                      %Wavelength of the field - lamda% 
ze=120*pi;                  %ze = zeta = 376.7303, approximately 
zeta=120*pi% 
V0=1;                     %Assumed applied gap voltage V0 = 1% 
L=0.5;                      %Length of the Antenna in Wavelengths - 
as lamda=1% 
a=0.007022;                     %Radius of the Antenna in Wavelengths 
- as lamda% 
k=2*pi;                     %k = 2*pi/lambda,(lambda=1 units)% 
N=200;                      %Number of Segments% 
q=1;                       %Charge% 
h=L/2;                     %Antenna half-length% 
z0=h/N;                     %sample spacing% 
D=2*q*z0;                 %Delta% 
for l=1:(2*(N)+1) 
    B1(l)= z0*(i*V0/(2*ze)).*(sin(k*abs((N+1-l)*z0))); 
end 
for l=1:(2*(N)+1) 
    B2(l)=z0*cos(k*((N+1-l)*z0)); 
end 
Bl1 = B1(:); 
Bl2 = B2(:); 
for l=1:(2*(N)+1) 
    [A,errbnd]=quadgk(@(z)pA(z,a,k,z0,l),0,z0,'RelTol',1e-
10,'AbsTol',0); 
    g(l)=A; 
end 
for d=1:(2*(N)+1) 
    for e=1:(2*(N)+1) 
        A(d,e)=g(1+abs(d-e)); 
    end 
end 
Il1=inv(A)*Bl1; 
Il2=inv(A)*Bl2; 
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C=(Il1(2*N)-sqrt(3)*Il1(2*N+1))./(sqrt(3)*Il2(2*N+1)-Il2(2*N)); %From 
(4.1)% 
Z1=(Il1(N)+C*Il2(N));    
G1=real(Z1) ;  
B1=imag(Z1) ; 
Z=(Il1(N+1)+C*Il2(N+1))                             %From (3.30) and 
(4.2)% 
G=real(Z) 
B=imag(Z) 
In=(Il1+C*Il2);                                     %I(z)% 
z=-h:z0:h; 
figure(1); 
plot(z,real(In)) 
xlabel('Dipole Length (m)') 
ylabel('I(z),Real Part of Current density (A/m)') 
figure(2); 
plot(z,imag(In)) 
xlabel('Dipole Length (m)') 
ylabel('I(z),Imaginary Part of Current density (A/m)') 
 
 
όπνπ 
function f=pA(z,a,k,z0,l) 
    f1=purhnasex1(z+l*z0,a,k); 
    f2=purhnasex1(z-l*z0,a,k); 
    f=(z0-z).*(f1+f2); 
end 
 
θαη 
 
function f = purhnasex1(z,a,k) 
        
g=(quadv(@(th)(exp(i*k.*sqrt(z.^2+(2*a*sin(th/2)).^2))./sqrt(z.^2+(2*
a*sin(th/2)).^2)), -pi, pi,1.e-8)); 
        f=g./(8*pi^2); 
end 
 
θαη αλνίγνπκε ηα πξνγξάκκαηα κε ηα αληίζηνηρα νλόκαηα pA.m θαη purhnasex1.m. 
Απνηειέζκαηα αλσηέξσ θώδηθα κε ηηο θάησζη αλαγξαθόκελεο ζηαζεξέο, δειαδή γηα : 
-k=2·π (ν θπκαηαξηζκόο) 
-Αθηίλα a=0.007022 κνλάδεο κήθνπο θύκαηνο (ζεσξνύκε κνλαδηαίν κήθνο θύκαηνο 
ιάκδα=1, αθνύ ζεσξνύκε c=f), δειαδή a/ι = 0.007022 
-Μήθνο θεξαίαο            , δειαδή h/ι=0.25 
-Πιήζνο ηκεκάησλ δηαθξηηνπνίεζεο Ν=200. 
Με ηηο αλσηέξσ ζηαζεξέο ε θιήζε ηνπ πξνγξάκκαηόο καο, δίλεη : 
   = 0.0082 + 0.0004i (΢ύλζεηε αγσγηκόηεηα-{Iex,0/V}) 
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G = 0.0082 (Re{Iex,0/V}) 
B = 4.2036e-04 (Im{Iex,0/V}) 
 
 
΢σήμα 5.6  Re{Iex/V}. Πξαγκαηηθή θαηαλνκή ξεύκαηνο γηα             (h/ι=0.25) 
θαη πιήζνο ηκεκάησλ δηαθξηηνπνίεζεο Ν=200. 
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΢σήμα 5.7  Im{Iex/V}. Φαληαζηηθό κέξνο ηνπ ξεύκαηνο ηεο θεξαίαο γηα             
(h/ι=0.25) θαη πιήζνο ηκεκάησλ δηαθξηηνπνίεζεο Ν=200. 
Απνηειέζκαηα αλσηέξσ θώδηθα κε ηηο θάησζη αλαγξαθόκελεο ζηαζεξέο, δειαδή γηα : 
-k=2·π (ν θπκαηαξηζκόο) 
-Αθηίλα a=0.007022 κνλάδεο κήθνπο θύκαηνο (ζεσξνύκε κνλαδηαίν κήθνο θύκαηνο 
ιάκδα=1, αθνύ ζεσξνύκε c=f), δειαδή a/ι = 0.007022 
-Μήθνο θεξαίαο        , δειαδή h/ι=0.5 
-Πιήζνο ηκεκάησλ δηαθξηηνπνίεζεο Ν=200. 
Με ηηο αλσηέξσ ζηαζεξέο ε θιήζε ηνπ πξνγξάκκαηόο καο δίλεη : 
   = 0.0012 - 0.0047i (΢ύλζεηε αγσγηκόηεηα-{Iex,0/V}) 
G = 0.0012 (Re{Iex,0/V}) 
B = - 0.0047 (Im{Iex,0/V}) 
 
΢σήμα 5.8  Re{Iex/V}. Πξαγκαηηθή θαηαλνκή ξεύκαηνο γηα         (h/ι=0.5) θαη 
πιήζνο ηκεκάησλ δηαθξηηνπνίεζεο Ν=200. 
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΢σήμα 5.9  Im{Iex/V}. Φαληαζηηθό κέξνο ηνπ ξεύκαηνο ηεο θεξαίαο γηα         
(h/ι=0.5) θαη πιήζνο ηκεκάησλ δηαθξηηνπνίεζεο Ν=200 
 
 
5.4  Mνληεινπνίεζε FG κε GMPF 
 
΢ε όια ηα θάησζη απνηειέζκαηα έρνπκε ππνζέζεη εθαξκνδόκελε ηάζε 
δηάθελνπ ίζε κε 1V θαη εζσηεξηθή αθηίλα θεξαίαο a=0.007022 θαη εμσηεξηθή αθηίλα 
θεξαίαο b=010533 (θαζαξόο αξηζκόο ζε ζπζρεηηζκό κε ην κήθνο θύκαηνο l(ι) - όπνπ 
θαη ην κήθνο θύκαηνο ιόγσ ηεο ππόζεζεο καο ι=c/f κε c=f είλαη κνλαδηαίν). 
Σν αθόινπζν πξόγξακκα καο βνεζά ζηνλ ππνινγηζκό ηεο ζύλζεηεο 
αγσγηκόηεηαο    ζην θέληξν ηεο θεξαίαο (z=0) θαζώο θαη ην πξαγκαηηθό αιιά θαη ην 
θαληαζηηθό κέξνο ηνπ ξεύκαηνο ηεο θεξαίαο. Καινύκε ηo πξόγξακκα FGGMPF1.m: 
 
clc  
clear all 
                            %syms z            
c=3.0e+08;                  %Speed of light% 
f=3.0e+08;                  %Operating Frequency% 
l=c/f;                      %Wavelength of the field - lamda% 
ze=120*pi;                  %ze = zeta = 376.7303, approximately 
zeta=120*pi% 
V0=1;                       %Assumed applied gap voltage V0 = 1% 
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L=0.5;                      %Length of the Antenna in Wavelengths - 
as lamda=1% 
a=0.007022;                 %Inside Radius of the Antenna in 
Wavelengths - as lamda% 
b=0.010533;                 %Outside Radius of the Antenna in 
Wavelengths - as lamda% 
k=2*pi;                     %k = 2*pi/lambda,(lambda=1 units)% 
N=200;                      %Number of Segments% 
q =1;                       %Charge% 
h =L/2;                     %Antenna half-length% 
z0=(2*h)/(2*N+1);           %sample spacing% 
D = 2*q*z0;                 %Delta% 
for l=-N:N 
    B1(N+l+1)= quadgk(@(y)funct(y,k,a,b,ze),(l-0.5)*z0,(l+0.5)*z0);; 
end 
for l=-N:N 
    B2(N+l+1)=(2/k)*sin(k*z0/2)*cos(k*z0*l); 
end 
Bl1=B1(:); 
Bl2=B2(:); 
for l=1:(2*(N)+1) 
    [A,errbnd]=quadgk(@(z)pA(z,a,k,z0,l),0,z0,'RelTol',1e-
10,'AbsTol',0); 
    g(l)=A; 
end 
for d=1:(2*(N)+1) 
    for e=1:(2*(N)+1) 
        A(d,e)=g(1+abs(d-e)); 
    end 
end 
Il1=inv(A)*Bl1; 
Il2=inv(A)*Bl2; 
C=(Il1(2*N)-sqrt(3)*Il1(2*N+1))./(sqrt(3)*Il2(2*N+1)-Il2(2*N)); %From 
(4.1)% 
Z1=(Il1(N)+C*Il2(N));    
G1=real(Z1) ;  
B1=imag(Z1) ; 
Z=(Il1(N+1)+C*Il2(N+1))                             %From (3.30) and 
(4.2)% 
G=real(Z) 
B=imag(Z) 
In=(Il1+C*Il2);                                     %I(z)% 
z=linspace(-h,h,2*N+1); 
figure(1); 
plot(z,real(In)) 
xlabel('Dipole Length (m)') 
ylabel('I(z),Real Part of Current density (A/m)') 
figure(2); 
plot(z,imag(In)) 
xlabel('Dipole Length (m)') 
ylabel('I(z),Imaginary Part of Current density (A/m)') 
 
όπνπ  
function f=funct(y,k,a,b,ze) 
    f=(quadv(@(x)(i/(2*ze*log(b/a))*sin(k*(y 
x.*y)).*y.*(exp(i*k*sqrt((x.*y).^2+a^2))./sqrt((x.*y).^2+a^2)-
exp(i*k*sqrt((x.*y).^2+b^2))./sqrt((x.*y).^2+b^2))),0,1,1.e-17)); 
end 
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θαη 
function f=pA(z,a,k,z0,l) 
    f1=purhnasex1(z+l*z0,a,k); 
    f2=purhnasex1(z-l*z0,a,k); 
    f=(z0-z).*(f1+f2); 
end 
 
θαη 
 
function f = purhnasex1(z,a,k) 
g=(quadv(@(th)(exp(i*k.*sqrt(z.^2+(2*a*sin(th/2)).^2))./sqrt(z.
^2+(2*a*sin(th/2)).^2)), -pi, pi,1.e-8)); 
f=g./(8*pi^2); 
end 
 
θαη αλνίγνπκε ηα πξνγξάκκαηα κε ηα αληίζηνηρα νλόκαηα funct.m, pA.m θαη 
purhnasex1.m. 
Απνηειέζκαηα αλσηέξσ θώδηθα κε ηηο θάησζη αλαγξαθόκελεο ζηαζεξέο, δειαδή γηα : 
-k=2·π (ν θπκαηαξηζκόο) 
- Δζσηεξηθή αθηίλα a=0.007022 κνλάδεο κήθνπο θύκαηνο (ζεσξνύκε κνλαδηαίν 
κήθνο θύκαηνο ιάκδα=1, αθνύ ζεσξνύκε c=f), δειαδή a/ι = 0.007022 
- Δμσηεξηθή αθηίλα b=0.010355 κνλάδεο κήθνπο θύκαηνο (ζεσξνύκε κνλαδηαίν 
κήθνο θύκαηνο ιάκδα=1, αθνύ ζεσξνύκε c=f), δειαδή b/ι = 0.010533 
-Μήθνο θεξαίαο            , δειαδή h/ι=0.25 
-Πιήζνο ηκεκάησλ δηαθξηηνπνίεζεο Ν=200. 
Με ηηο αλσηέξσ ζηαζεξέο ε θιήζε ηνπ πξνγξάκκαηόο καο, δίλεη : 
   = 0.0083 + 0.0034i (΢ύλζεηε αγσγηκόηεηα-{Iex,0/V}) 
G = 0.0083 (Re{Iex,0/V}) 
B = 0.0034 (Im{Iex,0/V}) 
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΢σήμα 5.10  Re{Iex/V}. Πξαγκαηηθή θαηαλνκή ξεύκαηνο γηα             (h/ι=0.25) 
θαη πιήζνο ηκεκάησλ δηαθξηηνπνίεζεο Ν=200. 
 
 
΢σήμα 5.11  Im{Iex/V}. Φαληαζηηθό κέξνο ηνπ ξεύκαηνο ηεο θεξαίαο γηα             
(h/ι=0.25) θαη πιήζνο ηκεκάησλ δηαθξηηνπνίεζεο Ν=200. 
 
Απνηειέζκαηα αλσηέξσ θώδηθα κε ηηο θάησζη αλαγξαθόκελεο ζηαζεξέο, δειαδή γηα : 
-k=2·π (ν θπκαηαξηζκόο) 
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- Δζσηεξηθή αθηίλα a=0.007022 κνλάδεο κήθνπο θύκαηνο (ζεσξνύκε κνλαδηαίν 
κήθνο θύκαηνο ιάκδα=1, αθνύ ζεσξνύκε c=f), δειαδή a/ι = 0.007022 
- Δμσηεξηθή αθηίλα b=0.010533 κνλάδεο κήθνπο θύκαηνο (ζεσξνύκε κνλαδηαίν 
κήθνο θύκαηνο ιάκδα=1, αθνύ ζεσξνύκε c=f), δειαδή b/ι = 0.010533 
-Μήθνο θεξαίαο        , δειαδή h/ι=0.5 
-Πιήζνο ηκεκάησλ δηαθξηηνπνίεζεο Ν=200. 
Με ηηο αλσηέξσ ζηαζεξέο ε θιήζε ηνπ πξνγξάκκαηόο καο δίλεη : 
   = 0.0012 - 0.0022i (΢ύλζεηε αγσγηκόηεηα-{Iex,0/V}) 
G = 0.0012 (Re{Iex,0/V}) 
B = -0.0022 (Im{Iex,0/V}) 
 
΢σήμα 5.12  Re{Iex/V}. Πξαγκαηηθή θαηαλνκή ξεύκαηνο γηα         (h/ι=0.5) θαη 
πιήζνο ηκεκάησλ δηαθξηηνπνίεζεο Ν=200. 
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΢σήμα 5.13  Im{Iex/V}. Φαληαζηηθό κέξνο ηνπ ξεύκαηνο ηεο θεξαίαο γηα         
(h/ι=0.5) θαη πιήζνο ηκεκάησλ δηαθξηηνπνίεζεο Ν=200 
 
 
5.5  Mνληεινπνίεζε FG κε PTMF 
 
΢ε όια ηα θάησζη απνηειέζκαηα έρνπκε ππνζέζεη εθαξκνδόκελε ηάζε 
δηάθελνπ ίζε κε 1V θαη εζσηεξηθή αθηίλα θεξαίαο a=0.007022 θαη εμσηεξηθή αθηίλα 
θεξαίαο b=010533 (θαζαξόο αξηζκόο ζε ζπζρεηηζκό κε ην κήθνο θύκαηνο l(ι) - όπνπ 
θαη ην κήθνο θύκαηνο ιόγσ ηεο ππόζεζεο καο ι=c/f κε c=f είλαη κνλαδηαίν). 
Σν αθόινπζν πξόγξακκά καο βνεζά ζηνλ ππνινγηζκό ηεο ζύλζεηεο 
αγσγηκόηεηαο    ζην θέληξν ηεο θεξαίαο (z=0) θαζώο θαη ην πξαγκαηηθό αιιά θαη ην 
θαληαζηηθό κέξνο ηνπ ξεύκαηνο ηεο θεξαίαο.  Καινύκε ηo πξόγξακκα FGPTMF1.m: 
 
clc  
clear all 
                            %syms z            
c=3.0e+08;                  %Speed of light% 
f=3.0e+08;                  %Operating Frequency% 
l=c/f;                      %Wavelength of the field - lamda% 
ze=120*pi;                  %ze = zeta = 376.7303, approximately 
zeta=120*pi% 
V0=1;                       %Assumed applied gap voltage V0 = 1% 
L=0.5;                      %Length of the Antenna in Wavelengths - 
as lamda=1% 
a=0.007022;                 %Inside Radius of the Antenna in 
Wavelengths - as lamda% 
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b=0.010533;                 %Outside Radius of the Antenna in 
Wavelengths - as lamda% 
k=2*pi;                     %k = 2*pi/lambda,(lambda=1 units)% 
N=200;                      %Number of Segments% 
q=1;                       %Charge% 
h=L/2;                      %Antenna half-length% 
z0=h/N;                     %sample spacing% 
D=2*q*z0;                   %Delta% 
for l= -N:N 
    y = z0*l; 
    B1(N+l+1)= z0*funct(y,k,a,b,ze); 
end 
for l=-N:N 
    B2(N+l+1)=z0*cos(k*(l*z0)); 
end 
Bl1=B1(:); 
Bl2=B2(:); 
for l=1:(2*(N)+1) 
    [A,errbnd]=quadgk(@(z)pA(z,a,k,z0,l),0,z0,'RelTol',1e-
10,'AbsTol',0); 
    g(l)=A; 
end 
for d=1:(2*(N)+1) 
    for e=1:(2*(N)+1) 
        A(d,e)=g(1+abs(d-e)); 
    end 
end 
Il1=inv(A)*Bl1; 
Il2=inv(A)*Bl2; 
C=(Il1(2*N)-sqrt(3)*Il1(2*N+1))./(sqrt(3)*Il2(2*N+1)-Il2(2*N)); %From 
(4.1)% 
Z1=(Il1(N)+C*Il2(N));    
G1=real(Z1) ;  
B1=imag(Z1) ; 
Z=(Il1(N+1)+C*Il2(N+1))                             %From (3.30) and 
(4.2)% 
G=real(Z) 
B=imag(Z) 
In=(Il1+C*Il2);                                     %I(z)% 
z=-h:z0:h; 
figure(1); 
plot(z,real(In)) 
xlabel('Dipole Length (m)') 
ylabel('I(z),Real Part of Current density (A/m)') 
figure(2); 
plot(z,imag(In)) 
xlabel('Dipole Length (m)') 
ylabel('I(z),Imaginary Part of Current density (A/m)') 
 
 
όπνπ  
function f=funct(y,k,a,b,ze) 
    f=(quadv(@(x)(i/(2*ze*log(b/a))*sin(k*(y 
x.*y)).*y.*(exp(i*k*sqrt((x.*y).^2+a^2))./sqrt((x.*y).^2+a^2)-
exp(i*k*sqrt((x.*y).^2+b^2))./sqrt((x.*y).^2+b^2))),0,1,1.e-17)); 
end 
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θαη 
function f=pA(z,a,k,z0,l) 
    f1=purhnasex1(z+l*z0,a,k); 
    f2=purhnasex1(z-l*z0,a,k); 
    f=(z0-z).*(f1+f2); 
end 
 
θαη 
 
function f = purhnasex1(z,a,k) 
g=(quadv(@(th)(exp(i*k.*sqrt(z.^2+(2*a*sin(th/2)).^2))./sqrt(z.
^2+(2*a*sin(th/2)).^2)), -pi, pi,1.e-8)); 
f=g./(8*pi^2); 
end 
 
θαη αλνίγνπκε ηα πξνγξάκκαηα κε ηα αληίζηνηρα νλόκαηα funct.m, pA.m θαη 
purhnasex1.m. 
Απνηειέζκαηα αλσηέξσ θώδηθα κε ηηο θάησζη αλαγξαθόκελεο ζηαζεξέο, δειαδή γηα : 
-k=2·π (ν θπκαηαξηζκόο) 
- Δζσηεξηθή αθηίλα a=0.007022 κνλάδεο κήθνπο θύκαηνο (ζεσξνύκε κνλαδηαίν 
κήθνο θύκαηνο ιάκδα=1, αθνύ ζεσξνύκε c=f), δειαδή a/ι = 0.007022 
- Δμσηεξηθή αθηίλα b=0.010355 κνλάδεο κήθνπο θύκαηνο (ζεσξνύκε κνλαδηαίν 
κήθνο θύκαηνο ιάκδα=1, αθνύ ζεσξνύκε c=f), δειαδή b/ι = 0.010533 
-Μήθνο θεξαίαο            , δειαδή h/ι=0.25 
-Πιήζνο ηκεκάησλ δηαθξηηνπνίεζεο Ν=200. 
Με ηηο αλσηέξσ ζηαζεξέο ε θιήζε ηνπ πξνγξάκκαηόο καο, δίλεη : 
   = 0.0082 + 0.0034i (΢ύλζεηε αγσγηκόηεηα-{Iex,0/V}) 
G = 0.0082 (Re{Iex,0/V}) 
B = 0.0034 (Im{Iex,0/V}) 
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΢σήμα 5.14  Re{Iex/V}. Πξαγκαηηθή θαηαλνκή ξεύκαηνο γηα             (h/ι=0.25) 
θαη πιήζνο ηκεκάησλ δηαθξηηνπνίεζεο Ν=200. 
 
 
΢σήμα 5.15  Im{Iex/V}. Φαληαζηηθό κέξνο ηνπ ξεύκαηνο ηεο θεξαίαο γηα             
(h/ι=0.25) θαη πιήζνο ηκεκάησλ δηαθξηηνπνίεζεο Ν=200. 
 
Απνηειέζκαηα αλσηέξσ θώδηθα κε ηηο θάησζη αλαγξαθόκελεο ζηαζεξέο, δειαδή γηα : 
-k=2·π (ν θπκαηαξηζκόο) 
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- Δζσηεξηθή αθηίλα a=0.007022 κνλάδεο κήθνπο θύκαηνο (ζεσξνύκε κνλαδηαίν 
κήθνο θύκαηνο ιάκδα=1, αθνύ ζεσξνύκε c=f), δειαδή a/ι = 0.007022 
- Δμσηεξηθή αθηίλα b=0.010533 κνλάδεο κήθνπο θύκαηνο (ζεσξνύκε κνλαδηαίν 
κήθνο θύκαηνο ιάκδα=1, αθνύ ζεσξνύκε c=f), δειαδή b/ι = 0.010533 
-Μήθνο θεξαίαο        , δειαδή h/ι=0.5 
-Πιήζνο ηκεκάησλ δηαθξηηνπνίεζεο Ν=200. 
Με ηηο αλσηέξσ ζηαζεξέο ε θιήζε ηνπ πξνγξάκκαηόο καο, δίλεη : 
   = 0.0012 - 0.0022i (΢ύλζεηε αγσγηκόηεηα-{Iex,0/V}) 
G = 0.0012 (Re{Iex,0/V}) 
B = -0.0022 (Im{Iex,0/V}) 
 
΢σήμα 5.16  Re{Iex/V}. Πξαγκαηηθή θαηαλνκή ξεύκαηνο γηα         (h/ι=0.5) θαη 
πιήζνο ηκεκάησλ δηαθξηηνπνίεζεο Ν=200. 
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΢σήμα 5.17  Im{Iex/V}. Φαληαζηηθό κέξνο ηνπ ξεύκαηνο ηεο θεξαίαο γηα         
(h/ι=0.5) θαη πιήζνο ηκεκάησλ δηαθξηηνπνίεζεο Ν=200 
 
 
5.6  Mνληεινπνίεζε FGG κε GMPF 
 
 ΢ε όια ηα θάησζη απνηειέζκαηα έρνπκε ππνζέζεη εθαξκνδόκελε ηάζε 
δηάθελνπ ίζε κε 1V θαη αθηίλα θεξαίαο a=0.007022 (θαζαξόο αξηζκόο ζε ζπζρεηηζκό 
κε ην κήθνο θύκαηνο l(ι) - όπνπ θαη ην κήθνο θύκαηνο ιόγσ ηεο ππόζεζεο καο ι=c/f 
κε c=f είλαη κνλαδηαίν). 
Σν αθόινπζν πξόγξακκά καο βνεζά ζηνλ ππνινγηζκό ηεο ζύλζεηεο 
αγσγηκόηεηαο    ζην θέληξν ηεο θεξαίαο (z=0) θαζώο θαη ην πξαγκαηηθό αιιά θαη ην 
θαληαζηηθό κέξνο ηνπ ξεύκαηνο ηεο θεξαίαο. Καινύκε ηo πξόγξακκα FGGGMPF.m: 
 
clc  
clear all 
                            %syms z            
c=3.0e+08;                  %Speed of light% 
f=3.0e+08;                  %Operating Frequency% 
l=c/f;                      %Wavelength of the field - lamda% 
ze=120*pi;                  %ze = zeta = 376.7303, approximately 
zeta=120*pi% 
V0=1;                       %Assumed applied gap voltage V0 = 1% 
L=0.5;                      %Length of the Antenna in Wavelengths - 
as lamda=1% 
a=0.007022;                 %Radius of the Antenna in Wavelengths - 
as lamda% 
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k=2*pi;                     %k = 2*pi/lambda,(lambda=1 units)% 
N=200;                      %Number of Segments% 
q=1;                        %Charge% 
h =L/2;                     %Antenna half-length% 
z0=(2*h)/(2*N+1);           %sample spacing% 
D=2*q*z0;                   %Delta% 
for l=-N:N 
    if abs(l)<q 
        B1(N+l+1)=i*(2*pi*z0-
2*cos(2*pi*l*z0)*sin(pi*z0))/(ze*4*pi*pi*D); 
    elseif abs(l)>q 
        B1(N+l+1)=i*(sin(pi*z0)*sin(2*pi*l*z0-
pi*D*0.5)*sin(pi*D*0.5))/(ze*4*pi*pi*D); 
    elseif abs(l)==q 
        B1(N+l+1)=(i*(2*pi*z0-4*sin(pi*z0*0.5)*cos(pi*D-
pi*z0*0.5))/(ze*8*pi*pi*D))+(i*sin(pi*z0*0.5)*sin(pi*(0.5*z0+D*0.5))*
sin(pi*D*0.5)/(ze*pi*pi*D)); 
    end 
end 
for l=-N:N 
    B2(N+l+1)=(2/k)*sin(k*z0/2)*cos(k*z0*l); 
end 
Bl1=B1(:); 
Bl2=B2(:); 
for l=1:(2*(N)+1) 
    [A,errbnd]=quadgk(@(z)pA(z,a,k,z0,l),0,z0,'RelTol',1e-
10,'AbsTol',0); 
    g(l)=A; 
end 
for d=1:(2*(N)+1) 
    for e=1:(2*(N)+1) 
        A(d,e)=g(1+abs(d-e)); 
    end 
end 
Il1=inv(A)*Bl1; 
Il2=inv(A)*Bl2; 
C=(Il1(2*N)-sqrt(3)*Il1(2*N+1))./(sqrt(3)*Il2(2*N+1)-Il2(2*N)); %From 
(4.1)% 
Z1=(Il1(N)+C*Il2(N));    
G1=real(Z1) ;  
B1=imag(Z1) ; 
Z=(Il1(N+1)+C*Il2(N+1))                             %From (3.30) and 
(4.2)% 
G=real(Z) 
B=imag(Z) 
In=(Il1+C*Il2);                                     %I(z)% 
z=linspace(-h,h,2*N+1); 
figure(1); 
plot(z,real(In)) 
xlabel('Dipole Length (m)') 
ylabel('I(z),Real Part of Current density (A/m)') 
figure(2); 
plot(z,imag(In)) 
xlabel('Dipole Length (m)') 
ylabel('I(z),Imaginary Part of Current density (A/m)') 
 
όπνπ 
 
function f=pA(z,a,k,z0,l) 
    f1=purhnasex1(z+l*z0,a,k); 
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    f2=purhnasex1(z-l*z0,a,k); 
    f=(z0-z).*(f1+f2); 
end 
 
θαη 
 
function f = purhnasex1(z,a,k) 
g=(quadv(@(th)(exp(i*k.*sqrt(z.^2+(2*a*sin(th/2)).^2))./sqrt(z.
^2+(2*a*sin(th/2)).^2)), -pi, pi,1.e-8)); 
f=g./(8*pi^2); 
end 
 
θαη αλνίγνπκε ηα πξνγξάκκαηα κε ηα αληίζηνηρα νλόκαηα pA.m θαη purhnasex1.m. 
Απνηειέζκαηα αλσηέξσ θώδηθα κε ηηο θάησζη αλαγξαθόκελεο ζηαζεξέο, δειαδή γηα : 
-k=2·π (ν θπκαηαξηζκόο) 
-Αθηίλα θεξαίαο a=0.007022 κνλάδεο κήθνπο θύκαηνο (ζεσξνύκε κνλαδηαίν κήθνο 
θύκαηνο ιάκδα=1, αθνύ ζεσξνύκε c=f), δειαδή a/ι = 0.007022 
-Μήθνο θεξαίαο            , δειαδή h/ι=0.25 
-Πιήζνο ηκεκάησλ δηαθξηηνπνίεζεο Ν=200. 
Με ηηο αλσηέξσ ζηαζεξέο ε θιήζε ηνπ πξνγξάκκαηόο καο δίλεη : 
   = 0.0083 + 0.0025i (΢ύλζεηε αγσγηκόηεηα-{Iex,0/V}) 
G = 0.0083 (Re{Iex,0/V}) 
B = 0.0025 (Im{Iex,0/V}) 
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΢σήμα 5.18  Re{Iex/V}. Πξαγκαηηθή θαηαλνκή ξεύκαηνο γηα             (h/ι=0.25) 
θαη πιήζνο ηκεκάησλ δηαθξηηνπνίεζεο Ν=200. 
 
 
΢σήμα 5.19  Im{Iex/V}. Φαληαζηηθό κέξνο ηνπ ξεύκαηνο ηεο θεξαίαο γηα             
(h/ι=0.25) θαη πιήζνο ηκεκάησλ δηαθξηηνπνίεζεο Ν=200. 
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Απνηειέζκαηα αλσηέξσ θώδηθα κε ηηο θάησζη αλαγξαθόκελεο ζηαζεξέο, δειαδή γηα : 
-k=2·π (ν θπκαηαξηζκόο) 
-  Αθηίλα θεξαίαο a=0.007022 κνλάδεο κήθνπο θύκαηνο (ζεσξνύκε κνλαδηαίν κήθνο 
θύκαηνο ιάκδα=1, αθνύ ζεσξνύκε c=f), δειαδή a/ι = 0.007022 
-Μήθνο θεξαίαο        , δειαδή h/ι=0.5 
-Πιήζνο ηκεκάησλ δηαθξηηνπνίεζεο Ν=200. 
Με ηηο αλσηέξσ ζηαζεξέο ε θιήζε ηνπ πξνγξάκκαηόο καο δίλεη : 
   = 0.0013 - 0.0026i (΢ύλζεηε αγσγηκόηεηα-{Iex,0/V}) 
G = 0.0013 (Re{Iex,0/V}) 
B = -0.0026 (Im{Iex,0/V}) 
 
΢σήμα 5.20  Re{Iex/V}. Πξαγκαηηθή θαηαλνκή ξεύκαηνο γηα         (h/ι=0.5) θαη 
πιήζνο ηκεκάησλ δηαθξηηνπνίεζεο Ν=200. 
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΢σήμα 5.21  Im{Iex/V}. Φαληαζηηθό κέξνο ηνπ ξεύκαηνο ηεο θεξαίαο γηα         
(h/ι=0.5) θαη πιήζνο ηκεκάησλ δηαθξηηνπνίεζεο Ν=200 
 
 
5.7 Mνληεινπνίεζε FGG κε PTMF 
 
 ΢ε όια ηα θάησζη απνηειέζκαηα έρνπκε ππνζέζεη εθαξκνδόκελε ηάζε 
δηάθελνπ ίζε κε 1V θαη αθηίλα θεξαίαο a=0.007022 (θαζαξόο αξηζκόο ζε ζπζρεηηζκό 
κε ην κήθνο θύκαηνο l(ι) - όπνπ θαη ην κήθνο θύκαηνο ιόγσ ηεο ππόζεζεο καο ι=c/f 
κε c=f είλαη κνλαδηαίν). 
Σν αθόινπζν πξόγξακκά καο βνεζά ζηνλ ππνινγηζκό ηεο ζύλζεηεο 
αγσγηκόηεηαο    ζην θέληξν ηεο θεξαίαο (z=0) θαζώο θαη ην πξαγκαηηθό αιιά θαη ην 
θαληαζηηθό κέξνο ηνπ ξεύκαηνο ηεο θεξαίαο. Καινύκε ηo πξόγξακκα FGGPTMF.m: 
 
clc  
clear all 
                            %syms z            
c=3.0e+08;                  %Speed of light% 
f=3.0e+08;                  %Operating Frequency% 
l=c/f;                      %Wavelength of the field - lamda% 
ze=120*pi;                  %ze = zeta = 376.7303, approximately 
zeta=120*pi% 
V0=1;                       %Assumed applied gap voltage V0 = 1% 
L=1;                      %Length of the Antenna in Wavelengths - as 
lamda=1% 
a=0.007022;                     %Inside Radius of the Antenna in 
Wavelengths - as lamda% 
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k=2*pi;                     %k = 2*pi/lambda,(lambda=1 units)% 
N=200;                      %Number of Segments% 
q=1;                        %Charge% 
h=L/2;                      %Antenna half-length% 
z0=h/N;                     %sample spacing% 
D=2*q*z0;                   %Delta% 
for l=-N:N 
    if abs(l)<q 
        B1(N+l+1)=i*z0*(1-cos(k*l*z0))/(ze*k*D); 
    elseif abs(l)>q 
        B1(N+l+1)=i*z0*(cos(k*abs(l)*z0-k*D/2)-cos(k*l*z0))/(ze*k*D); 
    end 
end 
for l=-N:N 
    B2(N+l+1)=z0*cos(k*(l*z0)); 
end 
Bl1=B1(:); 
Bl2=B2(:); 
for l=1:(2*(N)+1) 
    [A,errbnd]=quadgk(@(z)pA(z,a,k,z0,l),0,z0,'RelTol',1e-
10,'AbsTol',0); 
    g(l)=A; 
end 
for d=1:(2*(N)+1) 
    for e=1:(2*(N)+1) 
        A(d,e)=g(1+abs(d-e)); 
    end 
end 
Il1=inv(A)*Bl1; 
Il2=inv(A)*Bl2; 
C=(Il1(2*N)-sqrt(3)*Il1(2*N+1))./(sqrt(3)*Il2(2*N+1)-Il2(2*N)); %From 
(4.1)% 
Z1=(Il1(N)+C*Il2(N));    
G1=real(Z1) ;  
B1=imag(Z1) ; 
Z=(Il1(N+1)+C*Il2(N+1))                             %From (3.30) and 
(4.2)% 
G=real(Z) 
B=imag(Z) 
In=(Il1+C*Il2);                                     %I(z)% 
z=-h:z0:h; 
figure(1); 
plot(z,real(In)) 
xlabel('Dipole Length (m)') 
ylabel('I(z),Real Part of Current density (A/m)') 
figure(2); 
plot(z,imag(In)) 
xlabel('Dipole Length (m)') 
ylabel('I(z),Imaginary Part of Current dens 
 
όπνπ 
 
function f=pA(z,a,k,z0,l) 
    f1=purhnasex1(z+l*z0,a,k); 
    f2=purhnasex1(z-l*z0,a,k); 
    f=(z0-z).*(f1+f2); 
end 
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θαη 
 
 
function f = purhnasex1(z,a,k) 
g=(quadv(@(th)(exp(i*k.*sqrt(z.^2+(2*a*sin(th/2)).^2))./sqrt(z.
^2+(2*a*sin(th/2)).^2)), -pi, pi,1.e-8)); 
f=g./(8*pi^2); 
End 
 
 
θαη αλνίγνπκε ηα πξνγξάκκαηα κε ηα αληίζηνηρα νλόκαηα pA.m θαη purhnasex1.m. 
Απνηειέζκαηα αλσηέξσ θώδηθα κε ηηο θάησζη αλαγξαθόκελεο ζηαζεξέο, δειαδή γηα : 
-k=2·π (ν θπκαηαξηζκόο) 
-Αθηίλα θεξαίαο a=0.007022 κνλάδεο κήθνπο θύκαηνο (ζεσξνύκε κνλαδηαίν κήθνο 
θύκαηνο ιάκδα=1, αθνύ ζεσξνύκε c=f), δειαδή a/ι = 0.007022 
-Μήθνο θεξαίαο            , δειαδή h/ι=0.25 
-Πιήζνο ηκεκάησλ δηαθξηηνπνίεζεο Ν=200. 
Με ηηο αλσηέξσ ζηαζεξέο ε θιήζε ηνπ πξνγξάκκαηόο καο δίλεη : 
   = 0.0082 + 0.0026i (΢ύλζεηε αγσγηκόηεηα-{Iex,0/V}) 
G = 0.0082 (Re{Iex,0/V}) 
B = 0.0026 (Im{Iex,0/V}) 
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΢σήμα 5.22  Re{Iex/V}. Πξαγκαηηθή θαηαλνκή ξεύκαηνο γηα             (h/ι=0.25) 
θαη πιήζνο ηκεκάησλ δηαθξηηνπνίεζεο Ν=200. 
 
 
΢σήμα 5.23  Im{Iex/V}. Φαληαζηηθό κέξνο ηνπ ξεύκαηνο ηεο θεξαίαο γηα             
(h/ι=0.25) θαη πιήζνο ηκεκάησλ δηαθξηηνπνίεζεο Ν=200. 
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Απνηειέζκαηα αλσηέξσ θώδηθα κε ηηο θάησζη αλαγξαθόκελεο ζηαζεξέο, δειαδή γηα : 
-k=2·π (ν θπκαηαξηζκόο) 
-  Αθηίλα θεξαίαο a=0.007022 κνλάδεο κήθνπο θύκαηνο (ζεσξνύκε κνλαδηαίν κήθνο 
θύκαηνο ιάκδα=1, αθνύ ζεσξνύκε c=f), δειαδή a/ι = 0.007022 
-Μήθνο θεξαίαο        , δειαδή h/ι=0.5 
-Πιήζνο ηκεκάησλ δηαθξηηνπνίεζεο Ν=200. 
Με ηηο αλσηέξσ ζηαζεξέο ε θιήζε ηνπ πξνγξάκκαηόο καο δίλεη : 
   = 0.0012 - 0.0026i (΢ύλζεηε αγσγηκόηεηα-{Iex,0/V}) 
G = 0.0012 (Re{Iex,0/V}) 
B = -0.0026 (Im{Iex,0/V}) 
 
΢σήμα 5.24  Re{Iex/V}. Πξαγκαηηθή θαηαλνκή ξεύκαηνο γηα         (h/ι=0.5) θαη 
πιήζνο ηκεκάησλ δηαθξηηνπνίεζεο Ν=200. 
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΢σήμα 5.25  Im{Iex/V}. Φαληαζηηθό κέξνο ηνπ ξεύκαηνο ηεο θεξαίαο γηα         
(h/ι=0.5) θαη πιήζνο ηκεκάησλ δηαθξηηνπνίεζεο Ν=200 
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